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S u m m a r y  
I n  t h i s  t h e s i s  c o m p u t a t i o n a l  s c h e m e s  t o  s i m u l a t e  i n t e r n a l  s w i r l i n g  t u r b u l e n t  f l o w  i n  
c o n i c a l  d i f f u s e r s  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d  a n d  i n v e s t i g a t e d .  I t  h a s  b e e n  a s s u m e d  t h a t  
t h e  f l o w  i s  i n c o m p r e s s i b l e ,  a x i s y m m e t r i c  a n d  t i m e  i n d e p e n d e n t .  
I t  h a s  b e e n  f o u n d  t h a t  t h o s e  f l o w s  f o r  w h i c h  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  m a y  b e  
r e d u c e d  o n  a n  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  b a s i s  b y  d e l e t i n g  t h e  a x i a l  d i f f u s i o n  t e r m s  a n d  
c r o s s - s t r e a m  v e l o c i t y  t e r m s  i n  t h e  c r o s s - s t r e a m  m o m e n t u m  e q u a t i o n ,  w i t h  w e a k  
s w i r l  ( d e f i n e d  i n  t h e  i n t r o d u c t i o n ) ,  m a y  b e  s i m u l a t e d  u s i n g  a n  a l g o r i t h m  m a k i n g  a  
s i n g l e  s w e e p  o f  t h e  d o m a i n  m a r c h i n g  i n  t h e  s t r e a m - w i s e  d i r e c t i o n .  A  s e t  o f  c r i t e r i a  
i s  s u g g e s t e d  i n d i c a t i n g  h o w  t o  d e t e r m i n e  w h i c h  s w i r l i n g  c o n i c a l  d i f f u s e r  f l o w s  m a y  
b e  n u m e r i c a l l y  s i m u l a t e d  i n  t h i s  m a n n e r .  
F o r  f l o w s  i n  w h i c h  t h e  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  d e l e t i o n  i s  n o t  v a l i d ,  a n d / o r  t h e  s w i r l  
i s  n o t  w e a k ,  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  u s e  a  s i n g l e  m a r c h i n g  s w e e p  a l g o r i t h m .  A  m u l t i -
s w e e p  a l g o r i t h m  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  c a p a b l e  o f  s i m u l a t i n g  t h e s e  f l o w s .  
T h e  u s e  o f  t h e  s i n g l e  m a r c h i n g  s w e e p  a l g o r i t h m  w i t h  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s  i s  
s u g g e s t e d  t o  b e  r e l a t e d  t o  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s  b e i n g  w e l l - p o s e d  a s  a n  i n i t i a l - v a l u e  
p r o b l e m  i n  s p a c e .  T o  s u p p o r t  t h i s  h y p o t h e s i s  a  s y m b o l i c  a n a l y s i s  i s  d e v e l o p e d  a n d  
u s e d  t o  d e m o n s t r a t e  t h a t  t h e  l i n e a r i z e d  f o r m  o f  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s  i s  w e l l - p o s e d  
a s  a n  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m ,  w h e r e a s  t h e  l i n e a r i z e d  f o r m  o f  t h e  f u l l  e q u a t i o n s  i s  n o t  
w e l l  p o s e d  a s  a n  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m  i n  s p a c e .  A  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  o f  t h e  s c h e m e s  
d e v e l o p e d  i s  c a r r i e d  o u t ,  a l s o  t o  g i v e  s u p p o r t  t o  t h e  s u g g e s t e d  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  
i n i t i a l - v a l u e  n a t u r e  o f  t h e  e q u a t i o n  s e t s ,  a n d  t h e i r  b e h a v i o u r  w h e n  s o l v e d  u s i n g  a  
s i n g l e  m a r c h i n g  s w e e p  a l g o r i t h m .  
I V  
T h e  t u r b u l e n c e  m o d e l s  t h a t  h a v e  b e e n  u s e d  a n d  c o m p a r e d  f o r  t h e  f l o w s  c o n s i d -
e r e d  a r e ,  a n  a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  m o d e l ,  a  k  - €  m o d e l ,  a  k  - €  m o d e l  w i t h  a  
s w i r l  r e l a t e d  c o r r e c t i o n  f a c t o r ,  a n  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l  a n d  a n  a l g e b r a i c  
R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l  w i t h  e x t r a  p r o d u c t i o n  t e r m s  i n c l u d e d .  A l l  t h e  e q u a t i o n s  a s -
s o c i a t e d  w i t h  t h e  t u r b u l e n c e  m o d e l s  h a v e  b e e n  d e r i v e d  i n  c o o r d i n a t e  f r e e  t e n s o r  
f o r m ,  a n d  t h e n  e x p r e s s e d  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s ,  w h i c h  a r e  u s e d  a s  t h e y  a c c u -
r a t e l y  f i t  t h e  p h y s i c a l  d o m a i n ,  a n d  r e d u c e  f l o w  t o  g r i d  s k e w n e s s  w h e n  c o m p a r e d  t o  
c a r t e s i a n  o r  c y l i n d r i c a l  c o r d i n a t e s .  
C o m p a r i s o n  o f  t h e  p r e d i c t e d  m e a n  f l o w s  w i t h  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  d e m o n s t r a t e  
t h a t  b y  a  s u i t a b l e  c h o i c e  o f  t u r b u l e n c e  m o d e l  g o o d  m e a n  f l o w  p r e d i c t i o n s  c a n  b e  
o b t a i n e d .  F o r  t h e  w e a k l y  s w i r l i n g  f l o w s  i n  n a r r o w  d i f f u s e r s  t h e  a l g e b r a i c  e d d y -
v i s c o s i t y  m o d e l  p r o v i d e s  g o o d  p r e d i c t i o n s  f o r  t h e  m e a n  f l o w .  I n  t h e  w i d e r  a n g l e  
d i f f u s e r s  t h e  a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  m o d e l  i s  n o t  f o u n d  t o  b e  s a t i s f a c t o r y ,  a n d  i t  i s  
n e c e s s a r y  t o  u s e  o n e  o f  t h e  k  - €  o r  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l s .  I t  i s  s u g g e s t e d  
t h a t  f o r  s w i r l i n g  f l o w  t h e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l s  m o r e  a c c u r a t e l y  a c c o u n t  
f o r  t h e  e f f e c t  o f  s w i r l  o n  t h e  t u r b u l e n t  s t r u c t u r e .  
D e t a i l e d  e v a l u a t i o n  o f  t h e  t u r b u l e n c e  m o d e l s  p r e d i c t i o n s  f o r  t h e  t u r b u l e n t  q u a n -
t i t i e s  i s  m a d e  f o r  t h e  o n e  f l o w  i n  w h i c h  t h o s e  q u a n t i t i e s  a r e  p r e s e n t e d  e x p e r i m e n -
t a l l y .  O n  t h e  b a s i s  o f  t h e s e  r e s u l t s  i t  i s  s u g g e s t e d  t h a t  t h e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  
s t r e s s  m o d e l  w i t h o u t  t h e  e x t r a  p r o d u c t i o n  t e r m s  i n c l u d e d  i s  t h e  b e t t e r  o f  t h e  t w o  
a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l s .  
D e s p i t e  t h e  g o o d  p r e d i c t i o n s  o b t a i n e d  f o r  t h e  m e a n  f l o w ,  a l l  t h e  t u r b u l e n c e  
m o d e l s  s e r i o u s l y  u n d e r p r e d i c t  t h e  n e a r  w a l l  p e a k s  i n  t h e  t u r b u l e n c e  q u a n t i t i e s .  
R e a s o n s  f o r  t h i s ,  a n d  p o s s i b l e  f u t u r e  d e v e l o p e m e n t s ,  a r e  s u g g e s t e d .  I n  a d d i t i o n  
a  s u g g e s t e d  g u i d e  t o  t h o s e  s w i r l i n g  d i f f u s e r  f l o w s  w h i c h  m a y  b e  s i m u l a t e d  u s i n g  a  
s i n g l e  m a r c h i n g  a l g o r i t h m ,  a n d  t h o s e  t h a t  r e q u i r e  t h e  u s e  o f  a  m u l t i - s w e e p  a l g o r i t h m  
i s  g i v e n .  
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C h a p t e r  1  
I n t r o d u c t i o n  
1 . 1  M o t i v a t i o n  a n d  O v e r v i e w  
I n t e r n a l  s w i r l i n g  f l o w  o c c u r s  i n  a  n u m b e r  o f  a r e a s  s u c h  a s  h e a t  e x c h a n g e r  f l o w ,  
f u r n a c e s  a n d  i n  p a r t i c u l a r ,  i n  t h e  w a k e s  o f  a x i a l  w i n d  t u r b i n e s .  D i f f u s e r  a u g m e n t e d  
w i n d  t u r b i n e s  o f f e r  a n  e f f i c i e n t  m e a n s  o f  g e n e r a t i n g  e l e c t r i c i t y ,  b o t h  o n  t h e  g r o u n d  
a n d  i n  t h e  j e t  s t r e a m [ l J , [ 2 J .  T h e  d i f f u s e r ,  w h e n  p l a c e d  d o w n s t r e a m  o f  t h e  t u r b i n e ,  
c o n v e r t s  d y n a m i c  p r e s s u r e  i n t o  s t a t i c  p r e s s u r e  a n d  i m p r o v e s  t h e  e f f i c i e n c y .  T h e  
f l o w  t h r o u g h  t h e  d i f f u s e r  i s  c h a r a c t e r i s e d  b y  a  s i g n i f i c a n t  p o s i t i v e  p r e s s u r e  g r a d i e n t  
a n d  s o m e  s w i r l .  
F o r  m a x i m u m  e f f i c i e n c y  i t  i s  i m p o r t a n t  t h a t  t h e  d i f f u s e r  f l o w  d o e s n ' t  s e p a r a t e  
f r o m  t h e  w a l l .  T h e r e  i s  e v i d e n c e  t h a t  s w i r l  c a n  p r e v e n t  t h e  d i f f u s e r  f l o w  f r o m  s e p -
a r a t i n g  a t  s o m e  d i f f u s e r  a n g l e s  [ 3 J  a n d  t h e r e b y  e n a b l e s  o p e r a t i o n  a t  l a r g e r  d i f f u s e r  
a r e a  r a t i o s  w i t h  a  c o r r e s p o n d i n g l y  h i g h e r  p o w e r  o u t p u t .  O b v i o u s l y  i n  t h e  d e s i g n  
o f  s u c h  a p p a r a t u s  t h e  a b i l i t y  t o  n u m e r i c a l l y  s i m u l a t e  s u c h  f l o w s  i s  a n  i n v a l u a b l e  a i d  
t o  t h e  d e s i g n e r .  
C u r r e n t  m e t h o d s  o f  f l o w  s i m u l a t i o n  g e n e r a l l y  r e q u i r e  t h a t  t h e  g o v e r n i n g  e q u a -
t i o n s  o f  f l u i d  m o t i o n ,  t h e  N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s ,  b e  d i s c r e t i z e d  ,  a n d  t h e  r e s u l t i n g  
s e t  o f  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  s o l v e d  n u m e r i c a l l y  [ 4 J .  S i n c e ,  a s  w i l l  b e  s h o w n ,  t h e  
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f u l l  N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  m u s t  b e  p o s e d  a s  a  b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m  i n  s p a c e ,  
t h e y  m u s t  b e  s o l v e d  u s i n g  w h a t  i s  c o m m o n l y  c a l l e d  a n  ' e l l i p t i c '  s o l v e r .  T h i s  e n t a i l s  
s t o r i n g  a l l  v a r i a b l e s  a t  a l l  p o i n t s  i n  t h e  d o m a i n  a n d  u s i n g  e i t h e r  t i m e  m a r c h i n g ,  o r  
s o m e  s o r t  o f  r e l a x a t i o n  s c h e m e ,  t o  o b t a i n  a  s o l u t i o n .  T h i s  h a s  t h e  d i s a d v a n t a g e  o f  
b e i n g  c o m p u t a t i o n a l l y  e x p e n s i v e .  H o w e v e r  f o r  f l o w s  w h i c h  a r e  p h y s i c a l l y  ' e l l i p t i c ' ,  
b y  w h i c h  w e  m e a n  t h a t  t h e  v a l u e s  o f  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  a t  a n y o n e  p o i n t  a r e  
d e p e n d e n t  o n  t h e  v a l u e s  a t  a l l  o t h e r  p o i n t s ,  t h e r e  i s  n o  a l t e r n a t i v e .  O n e  o f  t h e  
p r i m a r y  a i m s  o f  t h e  c u r r e n t  p r o j e c t  h a s  b e e n  t o  d e m o n s t r a t e  t h a t  a  c l a s s  o f  f l o w  
e x i s t s  f o r  w h i c h  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  m a y  b e  r e d u c e d  i n  s u c h  a  w a y  a s  t o  a l l o w  
a c c u r a t e  s o l u t i o n s  t o  b e  o b t a i n e d  n u m e r i c a l l y  i n  a  s i n g l e  m a r c h i n g  s w e e p  o f  t h e  f l o w  
d o m a i n .  A  s e t  o f  c r i t e r i a  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  t o  i n d i c a t e  w h i c h  f l o w s  a r e  m e m b e r s  
o f  t h i s  c l a s s .  
T h e  f l o w s  c o n s i d e r e d  a r e  g e n e r a l l y  t u r b u l e n t .  T h i s  p r e s e n t s  a  p r o b l e m  o n  t w o  
l e v e l s .  F i r s t l y ,  i f  i t  i s  a t t e m p t e d  t o  o b t a i n  t h e  t u r b u l e n t  s o l u t i o n  d i r e c t l y  b y  s o l v i n g  
t h e  N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  t h e n ,  s i n c e  t u r b u l e n c e  i s  a  t i m e  d e p e n d e n t  p h e n o m o n e n ,  
w i t h  a  s m a l l  c h a r a c t e r i s t i c  t i m e ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  s o l v e  t h e  u n s t e a d y  e q u a t i o n s ,  
u s i n g  a  v e r y  s m a l l  t i m e  s t e p .  S e c o n d l y ,  s i n c e  t u r b u l e n c e  o c c u r s  o n  a  v e r y  s m a l l  
s p a t i a l  s c a l e  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  u s e  a  v e r y  f i n e  g r i d  t o  r e s o l v e  i t .  I n  f a c t ,  t h e  g r i d  a n d  
t i m e  s t e p  r e q u i r e d  a r e  s o  s m a l l  t h a t  n o  c o m p u t e r  p r e s e n t l y  e x i s t i n g  i s  f a s t  e n o u g h  
a n d  h a s  e n o u g h  m e m o r y  t o  d o  s o  f o r  a l l  b u t  t h e  s i m p l e s t  f l o w s .  A s  a n  i n t e r e s t i n g  
i n d i c a t i o n  o f  n o t  o n l y  h o w  f a s t  c o m p u t e r s  a r e  c h a n g i n g ,  b u t  a l s o  h o w  e x p e c t a t i o n s  
c h a n g e ,  i n  1 9 7 4  C e b e c i  a n d  S m i t h  [ 5 ]  s t a t e d  t h a t  n o  p o s s i b l e  d e v e l o p m e n t  w i l l  l e a d  
t o  s u c h  a  c o m p u t e r  i n  t h e  f u t u r e .  B y  1 9 7 7  S a f f m a n  [ 6 ]  p r e d i c t e d  t h a t  w i t h i n  2 0  
y e a r s  s u c h  c o m p u t e r s  w i l l  e x i s t .  A t  t h e  p r e s e n t  t i m e  i t  i s  p o s s i b l e  t o  d i r e c t l y  
s o l v e  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  f o r  f l o w s  w h i c h  r e m a i n  t u r b u l e n t  a t  l o w  R e y n o l d s  
n u m b e r s  ( s u c h  a s  h o m o g e n e o u s  f r e e  s h e a r  f l o w s )  a n d  i t  i s  s u g g e s t e d  t h a t  i n  t h e  
n e a r  f u t u r e  s i m p l e  c o n f i n e d  t u r b u l e n t  f l o w s ,  s u c h  a s  p i p e  f l o w  o r  c h a n n e l  f l o w  a t  
l o w  R e y n o l d s  n u m b e r s ,  m a y  b e  s i m u l a t e d  d i r e c t l y  b y  s o l v i n g  t h e  N a v i e r - S t o k e s  
e q u a t i o n s ,  [ 7 ] .  W h a t e v e r  s u p e r c o m p u t e r s  m a y  e x i s t  i n  t h e  f u t u r e ,  n o n e  t o d a y  
c a n  d i r e c t l y  s i m u l a t e  t u r b u l e n c e  b y  s o l v i n g  t h e  N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  f o r  h i g h  
R e y n o l d s  n u m b e r  f l o w s  o f  t h e  t y p e  c o n s i d e r e d  i n  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n .  
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T o  e n a b l e  c o m p l e x  h i g h  R e y n o l d s  n u m b e r  f l o w s  t o  b e  s i m u l a t e d  t u r b u l e n c e  i s  
r e p r e s e n t e d  a s  c o n s i s t i n g  o f  a  m e a n  f l o w  p l u s  a  f l u c t u a t i n g  c o m p o n e n t ,  s u c h  t h a t  t h e  
s c a l e  o f  t h e  m e a n  f l o w  i s  l a r g e  e n o u g h  t o  b e  r e s o l v e d  o n  a  r e a l i s t i c  m e s h ,  w h i l e  t h e  
t u r b u l e n t  c o m p o n e n t  i s  m o d e l l e d  u s i n g  s o m e  f o r m  o f  c l o s u r e .  T h e  f o r m  i n  w h i c h  
t u r b u l e n t  c o m p o n e n t s  a p p e a r  i n  t h e  m e a n  f l o w  e q u a t i o n s  a r e  c a l l e d  t h e  t u r b u l e n t  
s t r e s s e s ,  o r  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s ,  o r  t h e  t u r b u l e n t  c o r r e l a t i o n s ,  a n d  a r e  t h e  c o m -
p o n e n t s  o f  s e c o n d  o r d e r  t e n s o r  e x p r e s s e d  a s  U i U j ,  d e r i v e d  i n  d e t a i l  i n  c h a p t e r  2 ,  f o r  
i n c o m p r e s s i b l e  f l o w .  
1 . 2  O u t l i n e  o f  t h e  P r o j e c t  
I t  h a s  b e e n  o b s e r v e d  e x p e r i m e n t a l l y  t h a t  m a x i m u m  p r e s s u r e  r e c o v e r y  w i l l  o c c u r  f o r  
c o n i c a l  d i f f u s e r s  o f  t o t a l  i n t e r n a l  a n g l e  a r o u n d  8
0  
p r o v i d e d  t h e  a r e a  r a t i o  i s  l a r g e  [ 8 ] .  
T h e  a d d i t i o n  o f  s w i r l  a l l o w s  s i m i l a r  p r e s s u r e  r e c o v e r y  t o  b e  o b t a i n e d  i n  l a r g e r  a n g l e  
d i f f u s e r s  t h a t  w o u l d  o t h e r w i s e  h a v e  a  l o w e r  p r e s s u r e  r e c o v e r y ,  f o r  t h e  s a m e  a r e a  r a t i o .  
F o r  t h i s  r e a s o n  i f  s p a c e  o r  w e i g h t  i s  a  c o n s i d e r a t i o n  i t  i s  p o s s i b l e ,  b y  t h e  i n c l u s i o n  
o f  s w i r l ,  t o  o b t a i n  c l o s e  t o  o p t i m u m  p r e s s u r e  r e c o v e r y  w i t h  e f f e c t i v e l y  s m a l l e r  a n d  
l i g h t e r  d i f f u s e r s .  T h e  a i m  o f  t h e  c u r r e n t  p r o j e c t  i s  t o  g e n e r a t e  c o d e  c a p a b l e  o f  
s a t i s f a c t o r i l y  p r e d i c t i n g  t h e  m e a n  f l o w  q u a n t i t i e s  i n  i n c o m p r e s s i b l e  a x i s y m m e t r i c  
n o n - r e v e r s i n g  t u r b u l e n t  s w i r l i n g  f l o w  i n  c o n i c a l  d i f f u s e r s ,  u s i n g  t h e  b e s t  a v a i l a b l e  
t u r b u l e n c e  m o d e l s .  
T h e  o c c u r e n c e  o f  r e v e r s a l  i n  s w i r l i n g  c o n i c a l  d i f f u s e r  f l o w  d e p e n d s  p r i m a r i l y  o n  
t h r e e  f a c t o r s ,  t h e  a m o u n t  o f  s w i r l ,  t h e  i n t e r n a l  a n g l e  a n d  t h e  a r e a  r a t i o  o f  t h e  
d i f f u s e r .  T h e  i n t e r n a l  a n g l e ,  r e f e r r e d  t o  h e r e  a n d  t h r o u g h o u t  t h e  t h e s i s ,  i s  t h e  
i n t e r n a l  a n g l e  o f  t h e  c o n e ,  w h i c h  i s  t w i c e  t h e  a n g l e  t h e  w a l l  m a k e s  t o  t h e  a x i s .  
T h i s  l a t t e r  a n g l e ,  b e t w e e n  t h e  w a l l  a n d  t h e  a x i s ,  w i l l  b e  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  d i f f u s e r  
h a l f - a n g l e ,  t h e  f o r m e r  i s  f r e q u e n t l y  s i m p l y  c a l l e d  t h e  d i f f u s e r  a n g l e .  I n  t h e  p r e s e n t  
s t u d y  w e  w i l l  c o n s i d e r  d i f f u s e r s  a l l  w i t h  a n  a r e a  r a t i o  o f  a r o u n d  f o u r .  S w i r l  h a s  t h e  
e f f e c t  o f  p r o d u c i n g  a  p o s i t i v e  r a d i a l  p r e s s u r e  g r a d i e n t  a t  t h e  d i f f u s e r  e n t r a n c e ,  w h i c h  
l e a d s  t o  a  r e d u c e d  a x i a l  p r e s s u r e  r i s e  a t  t h e  w a l l ,  w h e n  c o m p a r e d  t o  t h a t  a t  t h e  
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a x i s ,  a n d  r e s u l t s  i n  a  p r o p o r t i o n a l  r e d u c t i o n  i n  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  a t  t h e  c e n t r e l i n e ,  
a n d  i n c r e a s e  a t  t h e  w a l l .  I f  t h e  s w i r l  i s  l a r g e  e n o u g h  s o  t h a t  t h e  p r e s s u r e  r i s e  
f r o m  t h e  a x i s  t o  t h e  w a l l  a t  t h e  e n t r a n c e  i s  l a r g e r  t h a n  t h a t  a l o n g  t h e  d i f f u s e r  a x i s  
t h e n  t h e  c e n t r e l i n e  a x i a l  v e l o c i t y  w i l l  r e v e r s e .  
l a r g e r  d i f f u s e r  a n g l e s  l e a d  t o  s e p a r a t i o n  a t  t h e  
F o r  a  g i v e n  a r e a  r a t i o  a n d  s w i r l  
w a l l .  I t  h a s  b e e n  f o u n d  t h a t  f o r  
d i f f u s e r  a n g l e s  o f  l e s s  t h a n  1 0 °  n o  s e p a r a t i o n  a t  t h e  w a l l  o c c u r s  f o r  n o n - s w i r l i n g  
f l o w .  F o r  d i f f u s e r  a n g l e s  o f  b e t w e e n  1 0 °  a n d  2 0 °  s e p a r a t i o n  a t  t h e  w a l l  w i l l  o c c u r  
f o r  n o n - s w i r l i n g  f l o w ,  h o w e v e r  t h e  i n c l u s i o n  o f  s w i r l  i n t o  s u c h  f l o w  p r e v e n t s  t h e  
s e p a r a t i o n .  F o r  d i f f u s e r  a n g l e s  g r e a t e r  t h a n  2 0 °  t h e  a m o u n t  o f  s w i r l  n e c e s s a r y  t o  
p r e v e n t  s e p a r a t i o n  a t  t h e  w a l l  l e a d s  t o  c e n t r e l i n e  r e v e r s a l .  F o r  t h e s e  r e a s o n s  w e  
c a t e g o r i z e  t h e  d i f f u s e r s  a s  c o n s i s t i n g  o f  t h o s e  o f  a n g l e  l e s s  t h a n  1 0 ° ,  t h o s e  o f  a n g l e  
b e t w e e n  1 0 °  a n d  2 0 °  d e g r e e s ,  a n d  t h o s e  o f  a n g l e s  g r e a t e r  t h a n  2 0 ° .  W e  d i v i d e  t h e  
s w i r l  i n t o  t h r e e  r e g i m e s ,  w e a k  m o d e r a t e  a n d  s t r o n g ,  a n d  c a t e g o r i z e  i t  b y  i t s  e f f e c t  o n  
t h e  a x i a l  v e l o c i t y .  W e a k  s w i r l  h a s  a  m i n i m a l  e f f e c t  o n  a x i a l  v e l o c i t y .  F o r  e x a m p l e  
t h o s e  f l o w s  o f  S o  [ 9 ]  u s e d  f o r  c o m p a r i s o n  i n  A r m f i e l d  a n d  F l e t c h e r [ 1 0 ] .  M o d e r a t e  
s w i r l  h a s  a  s i g n i f i c a n t  e f f e c t  o n  a x i a l  v e l o c i t y ,  s u c h  a s  t h o s e  c o n s i d e r e d  i n  C h a p t e r  
7 .  S t r o n g  s w i r l  l e a d s  t o  c e n t r e l i n e  a x i a l  v e l o c i t y  r e v e r s a l ,  a n d  a s  s u c h  h a s  n o t  b e e n  
c o n s i d e r e d  i n  t h e  c u r r e n t  p r o j e c t .  
T h e  d i f f u s e r  a n g l e ,  a r e a  r a t i o ,  a n d  t y p e  o f  s w i r l  a l l  h a v e  a n  i n f l u e n c e  o n  h o w  
m u c h  t h e  c e n t r e l i n e  a x i a l  v e l o c i t y  i s  e f f e c t e d  b y  t h e  s w i r l .  B y  t y p e  o f  s w i r l  w e  
m e a n  w h e t h e r  i t  i s  s o l i d  b o d y  r o t a t i o n ,  o f  w h i c h  t h e  C l a u s e n  f l o w  ( F i g u r e  7 . 8 )  i s  a  
t y p i c a l  e x a m p l e ,  o r  o f  f r e e  v o r t e x  t y p e ,  o f  w h i c h  t h e  S o  f l o w  ( F i g u r e  7 . 2 )  i s  a  t y p i c a l  
e x a m p l e .  I t  h a s  b e e n  f o u n d  t h a t  g e n e r a l l y  f r e e  v o r t e x  f l o w s  w i l l  l e a d  t o  l a r g e r  d r o p s  
i n  c e n t r e l i n e  a x i a l  v e l o c i t y  t h a n  s o l i d  b o d y  r o t a t i o n ,  f o r  a  g i v e n  a n g u l a r  m o m e n t u m  
a n d  d i f f u s e r .  F o r  t h i s  r e a s o n  t h e  m o s t  m e a n i n g f u l  s w i r l  n u m b e r  S n  w i t h  w h i c h  t o  
c a t e g o r i z e  t h e  e f f e c t  o f  t h e  s w i r l  o n  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  i s  t h e  r a t i o  o f  t h e  m a x i m u m  
s w i r l  v e l o c i t y  t o  t h e  m e a n  a x i a l  v e l o c i t y  a t  t h e  i n l e t .  W e  t h e n  f i n d  t h a t  w e a k  s w i r l  
t y p i c a l l y  h a s  S n  <  0 . 3 ,  m o d e r a t e  s w i r l  0 . 3  <  S n  <  0 . 6  a n d  s t r o n g  s w i r l  S n  >  0 . 6 ,  
f o r  t h o s e  d i f f u s e r s  c o n s i d e r e d .  T h i s  s u g g e s t e d  d i v i s i o n  o f  s w i r l i n g  c o n i c a l  d i f f u s e r  
f l o w  i s  t a b u l a t e d  i n  T a b l e  1 . 1 .  
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T a b l e  1 . 1 :  T a b l e  o f  F l o w  R e g i m e s ,  0 = d i f f u s e r  h a l f  a n g l e  
D i f f u s e r / F l o w  C r i t e r i o n  
C h a r a c t e r i s t i c s  
F l o w  T y p e  
2 0  <  1 0 0  
N o  S e p a r a t i o n  a t  
P a r a b o l i c  
t h e  w a l l .  
W e a k  S w i r l  ( S n  <  0 . 3 )  
S m a l l  «  1 0 % )  
r e d u c t i o n  i n  c e n t r e l i n e  
a x i a l  v e l o c i t y .  
2 0  <  1 0 0  
N o  s e p a r a t i o n  a t  
E l l i p t i c  
t h e  w a l l .  
M o d e r a t e  S w i r l  ( 0 . 3  <  S n  <  0 . 6 )  
N e a r  r e v e r s i n g  c e n t r e l i n e  
a x i a l  v e l o c i t y .  
1 0 0  <  2 0  <  2 0
0  
S e p a r a t i o n  a t  E l l i p t i c  
t h e  w a l l .  
W e a k  S w i r l  
S m a l l  «  1 0 % )  
r e d u c t i o n  i n  c e n t r e l i n e  
a x i a l  v e l o c i t y .  
1 0 0  <  2 0  <  2 0 °  N o  s e p e r a t i o n  a t  E l l i p t i c  
t h e  w a l l .  
M o d e r a t e  S w i r l  N e a r  r e v e r s i n g  c e n t r e l i n e  
a x i a l  v e l o c i t y .  
o  >  2 0
0  
a n d / o r  
S e p a r a t i o n  a t  E l l i p t i c  
S t r o n g  S w i r l  ( S n  >  0 . 6 )  
t h e  w a l l  a n d / o r  
c e n t r e l i n e  a x i a l  
v e l o c i t y  r e v e r s a l .  
!  
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v V e  w i s h  t o  s i m u l a t e  t h e  f l o w  n u m e r i c a l l y  b y  s o l v i n g  t h e  g o v e r n i n g  N a v i e r - S t o k e s  
e q u a t i o n s  i n  t h e  m o s t  e f f i c i e n t  m a n n e r  p o s s i b l e ,  a n d  f o r  t h i s  r e a s o n  d e s i r e  t o  o b t a i n  
a  s o l u t i o n  i n  a  s i n g l e  m a r c h i n g  s w e e p .  A l g o r i t h m s  t h a t  o b t a i n  s o l u t i o n s  i n  t h i s  
m a n n e r  w e  w i l l  c a l l  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m s .  A s  h a s  b e e n  d i s c o v e r e d  b y  a  n u m b e r  
o f  i n v e s t i g a t o r s  [ l 1 J , [ 1 2 ] ' [ 1 3 J  i f  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  a r e  s o l v e d  u s i n g  a  s i n g l e -
s w e e p  a l g o r i t h m ,  t o  o b t a i n  a  s t a b l e  s o l u t i o n  t h e  m a r c h i n g  s t e p - s i z e  m u s t  b e  o f  t h e  
o r d e r  o f  t h e  c r o s s - s t r e a m  e x t e n t  o f  t h e  f l o w .  D u e  t o  t h e  r e s u l t i n g  p o o r  r e s o l u t i o n  
s u c h  a  c o a r s e  m e s h  i s  g e n e r a l l y  n o t  s a t i s f a c t o r y .  I t  h a s  b e e n  f o u n d  t h a t  s o m e  f l o w s  
a r e  s u c h  t h a t  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  m a y  b e  r e d u c e d  o n  a n  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  
b a s i s ,  a n d  t h e  r e s u l t i n g  r e d u c e d  e q u a t i o n s  s o l v e d  u s i n g  a  s i n g l e  s w e e p  a l g o r i t h m  
w i t h o u t  t h e  a s s o c i a t e d  m i n i m u m  m a r c h i n g  s t e p - s i z e  s t a b i l i t y  r e s t r i c t i o n .  I n  t h e  
p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n  w e  w i s h  t o  d i s c o v e r  i f  t h e r e  a r e  a n y  m e m b e r s  o f  t h e  s e t  o f  
n o n - r e v e r s i n g  s w i r l i n g  c o n i c a l  d i f f u s e r  f l o w s  t h a t  m a y  b e  s i m u l a t e d  b y  s o l v i n g  a  
r e d u c e d  e q u a t i o n  s e t  u s i n g  a  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m .  W e  a l s o  w i s h  t o  r e l a t e  t h e  
f a c t  t h a t  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m s  m a y  b e  u s e d  w i t h  n o  m i n i m u m  m a r c h i n g  s t e p -
s i z e  r e s t r i c t i o n  t o  t h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s  b e i n g  s o l v e d .  T o  d o  
t h i s  a  s y m b o l i c  a n a l y s i s  i s  d e v e l o p e d  i n  C h a p t e r  3  w h i c h  i s  u s e d  t o  s h o w  t h a t  t h e  
r e d u c e d  e q u a t i o n s  s o l v e d  u s i n g  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m s ,  w i t h  n o  m i n i m u m  s t e p -
s i z e  s t a b i l i t y  r e s t r i c t i o n ,  a r e ,  l o c a l l y ,  w e l l - p o s e d  a s  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m s  i n  s p a c e .  
T h o s e  e q u a t i o n  s e t s  w h i c h  r e q u i r e  t h a t  t h e  m a r c h i n g  s t e p - s i z e  b e  o f  t h e  o r d e r  o f  
t h e  c r o s s - s t r e a m  e x t e n t  o f  t h e  f l o w  a r e ,  l o c a l l y ,  i l l - p o s e d  a s  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m s  i n  
s p a c e .  
A  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  o f  n u m e r i c a l  s c h e m e s  s i m i l a r  t o  t h o s e  u s e d  i n  t h e  p r e s e n t  
p r o j e c t ,  a p p l i e d  t o  v a r i o u s  s i m p l e  e q u a t i o n  t y p e s ,  a s  w e l l  a s  t o  t h e  f u l l  a n d  r e d u c e d  
f o r m s  o f  t h e  N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  c u r r e n t l y  b e i n g  u s e d  i n  t h e  f i e l d  o f  c o m p u -
t a t i o n a l  f l u i d  d y n a m i c s ,  i s  p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r  6 .  T h i s  i s  d o n e  t o  s u p p o r t  t h e  
h y p o t h e s i s  t h a t  t h e  s t a b i l i t y  p r o b l e m s  e n c o u n t e r e d  w h e n  s o l v i n g  t h e  f u l l  N  a v i e r -
S t o k e s  e q u a t i o n s  u s i n g  a  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m  a r e  a  f u n c t i o n  o f  t h e  f a c t  t h a t  t h e  
N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  a r e  i l l - p o s e d  a s  a n  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m  i n  s p a c e ,  n o t  o f  
t h e  n u m e r i c a l  s c h e m e  i t s e l f .  I t  i s  s u g g e s t e d  t h a t  a n y  n u m e r i c a l  s c h e m e  t h a t  d o e s n ' t  
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d e m o n s t r a t e  t h i s  i n s t a b i l i t y  i s  p r o b a b l y  n o t  a n  a c c u r a t e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  c o n -
t i n u o u s  e q u a t i o n s .  
F o r  t h o s e  f l o w s  w h i c h  c a n n o t  b e  p r e d i c t e d  u s i n g  a  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m ,  S e c -
t i o n  8 . 1 ,  a  m u l t i - s w e e p  s c h e m e  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  c a p a b l e  o f  s o l v i n g ,  i f  t h a t  i s  
n e c e s s a r y ,  t h e  f u l l  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s .  A  s e t  o f  c r i t e r i a  i s  s u g g e s t e d  t o  i n d i -
c a t e  w h i c h  f l o w s  m a y  b e  s o l v e d  u s i n g  t h e  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e ,  a n d  w h i c h  r e q u i r e  
u s e  o f  t h e  m u l t i - s w e e p  s c h e m e ,  p r e s e n t e d  i n  T a b l e  5 . 1 .  
A t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  c u r r e n t  p r o j e c t  i t  w a s  t h o u g h t  t h a t  o b t a i n i n g  a  s u i t a b l e  
t u r b u l e n c e  m o d e l  w o u l d  n o t  b e  a  m a j o r  d i f f i c u l t y .  I n  t h e  c a s e  o f  w e a k l y  s w i r l i n g  
f l o w  t h e  s i m p l e  a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  m o d e l  i n i t i a l l y  d e v e l o p e d  h a s  b e e n  f o u n d  t o  
g i v e  r e a s o n a b l e  p r e d i c t i o n s .  U n f o r t u n a t e l y  f o r  m o d e r a t e l y  s w i r l i n g  f l o w  i n  l a r g e r  
a n g l e  d i f f u s e r s  t h e  a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  m o d e l  i s  n o t  s a t i s f a c t o r y .  B y  u s i n g  
a n  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l  b e t t e r  r e s u l t s  h a v e  b e e n  o b t a i n e d  f o r  t h e  m e a n  
f l o w ,  u n f o r t u n a t e l y  t h e  p r e d i c t i o n  o f  t u r b u l e n c e  q u a n t i t i e s  i s  v e r y  p o o r .  S e c t i o n  
1 . 3  c o n s i s t s  o f  a  r e v i e w  o f  t h e  t u r b u l e n c e  m o d e l s  u s e d  i n  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n ,  
t o g e t h e r  w i t h  r e f e r e n c e s  a n d  d e s c r i p t i o n s  o f  t h o s e  u s e d  b y  o t h e r  w o r k e r s  i n  t h e  f i e l d  
o f  s w i r l i n g  f l o w .  T h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  m o d e l s  u s e d  i n  t h e  c u r r e n t  i n v e s t i g a t i o n  
i s  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  8 .  
O b t a j n i n g  s u i t a b l e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  t o  c o m p a r e  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  c o m p u t a -
t i o n a l  s c h e m e  w i t h  h a s  b e e n  a  p a r t i c u l a r l y  f r u s t r a t i n g  e x e r c i s e .  F o r  t h e  e x p e r i -
m e n t a l  d a t a  t o  b e  o f  a n y  v a l u e  i t  m u s t  c o n s i s t  o f  a t  l e a s t  d e t a i l e d  m e a s u r e m e n t  o f  
t h e  m e a n  v e l o c i t y  p r o f i l e s  a t  t h e  i n l e t  a n d  s e v e r a l  a x i a l  l o c a t i o n s .  A d d i t i o n a l l y  f o r  
e v a l u a t i o n  o f  t h e  t u r b u l e n c e  m o d e l  s i m i l a r  d a t a  s e t s  f o r  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  a r e  
d e s i r a b l e .  D e s p i t e  e x t e n s i v e  s e a r c h e s  o f  t h e  f l u i d s  c a t a l o g u e s  t h e  c o m b i n a t i o n  o f  
t h e s e  q u a n t i t i e s  w i t h  t h e  r e g i m e s  o f  f l o w  o f  i n t e r e s t  i n  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n  w a s  
n o t  f o u n d .  I t  i s  p o s s i b l e  t o  f i n d  e x p e r i m e n t a l  d a t a  s e t s  f o r  c e r t a i n  f a c e t s  o f  t h e  f l o w  
r e g i m e  b e i n g  i n v e s t i g a t e d .  T h u s  f o r  i n s t a n c e  O k w u o b i  a n d  A z a d  [ 1 4 J  p r e s e n t  t u r -
b u l e n t  a n d  m e a n  f l o w  m e a s u r e m e n t s  f o r  n o n - s w i r l i n g  c o n i c a l  d i f f u s e r  f l o w .  H a b i b  
a n d  W h i t e l a w  [ 1 5 J  p r e s e n t  r e s u l t s  f o r  s w i r l i n g  d i f f u s e r  f l o w  w i t h  c o n i c a l  d i f f u s e r s  o f  
2 0 °  t o  4 5 °  i n t e r n a l  a n g l e  d i s c h a r g i n g  i n t o  t a j l p i p e s ,  o u t s i d e  t h e  s c o p e  o f  t h e  c u r r e n t  
I  
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i n v e s t i g a t i o n .  R e c e n t l y  g o o d  t u r b u l e n t  d a t a  s e t s  f o r  s w i r l i n g  j e t s  h a v e  a p p e a r e d  i n  
t h e  l i t e r a t u r e ,  s u c h  a s  t h a t  o f  S i s l i a  a n d  C u s w o r t h  [ 1 6 ] ,  w h i c h  a l l o w  d e t a i l e d  a s s e s s -
m e n t  o f  t u r b u l e n t  m o d e l s  s i m i l a r  t o  t h o s e  u s e d  i n  t h e  c u r r e n t  p r o j e c t  f o r  s w i r l i n g  
f l o w .  
S o  [ 9 ]  p r e s e n t s  r e s u l t s  f o r  a  r a n g e  o f  s w i r l i n g  f l o w s  i n  c o n i c a l  d i f f u s e r s  o f  6 °  i n t e r -
n a l  a n g l e  d i s c h a r g i n g  i n t o  a  p l e n u m  c h a m b e r .  U n f o r t u n a t e l y  t h e  d a t a  s e t s  a r e  n o t  
e n t i r e l y  s a t i s f a c t o r y  f o r  u s e  i n  n u m e r i c a l  s i m u l a t i o n ,  S e c t i o n  7 . 1 ,  n o n e t h e l e s s  t h i s  
d a t a  s e t  h a s  b e e n  a  u s e f u l  s o u r c e  o f  c o m p a r i s o n  m a t e r i a l .  S e n o o  [ 3 ]  a l s o  p r e s e n t s  
r e s u l t s  f o r  t h e  f l o w s  o f  i n t e r e s t  i n  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n ,  b u t  p r e s e n t s  n o  t u r b u -
l e n c e  m e a s u r e m e n t s ,  S e c t i o n  7 . 4 .  F o r t u n a t e l y  i t  h a s  b e e n  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  s o m e  
r e s u l t s  f r o m  a  f e l l o w  r e s e a r c h e r  t o w a r d s  t h e  e n d  o f  t h e  p r o j e c t  ( C l a u s e n  [ 1 7 ] )  w i t h  
w h i c h  c o m p a r i s o n s  h a v e  b e e n  m a d e ,  S e c t i o n 7 . 2 ,  w h i c h  w i l l  c e r t a i n l y  a l l o w  f u r t h e r  
d e v e l o p m e n t  i n  t h e  f u t u r e .  T h e  d e t a i l s  o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  a r e  d e s c r i b e d  f u l l y  
i n  S e c t i o n  7 . 2 ,  w h e r e  t h e  r e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d .  
1 . 3  T u r b u l e n c e  M o d e l s  
T h e  t u r b u l e n c e  m o d e l  i s  a  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  t u r b u l e n t  s t r e s s e s  a n d  t h e  m e a n  f l o w  
,  a l w a y s ,  a t  l e a s t  i n  p a r t ,  e m p i r i c a l l y  o b t a i n e d .  T h e  m o d e l ,  o r  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  
t u r b u l e n t  c o m p o n e n t s  a n d  t h e  m e a n  f l o w  c o m p o n e n t s ,  w i l l  c o n s i s t  o f  e x t r a  e q u a t i o n s  
w h i c h  m u s t  b e  s o l v e d .  M o d e l s  c u r r e n t l y  i n  u s e  m a y  b e  c o n v e n i e n t l y  d i v i d e d  i n t o  
t h o s e  t h a t  u s e  t h e  e d d y - v i s c o s i t y  c o n c e p t ,  a n d  t h o s e  t h a t  d o  n o t ,  w h i c h  a r e  c a l l e d  
R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l s .  
E d d y - v i s c o s i t y  m o d e l s  r e l a t e  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  t o  t h e  m e a n  f l o w  i n  a  m a n n e r  
a n a l o g o u s  t o  t h e  l a m i n a r  s t r e s s e s ,  v i a  a  t u r b u l e n t  o r  e d d y  v i s c o s i t y  v "  a s  s h o w n  i n  
e q u a t i o n  ( 2 . 1 6 ) .  T h i s  r e l a t i o n s h i p  w a s  f i r s t  s u g g e s t e d  b y  B o u s s i n e s q  [ 1 8 ] ,  a n d  
h a s  b e e n  o n e  o f  t h e  m o s t  e n d u r i n g  a p p r o a c h e s  i n  t h e  f i e l d  o f  t u r b u l e n c e  m o d e l l i n g .  
H e n c e  w h e n  e d d y - v i s c o s i t y  m o d e l s  a r e  b e i n g  u s e d  t h e  e x t r a  e q u a t i o n s  a s s o c i a t e d  
w i t h  t h e  t u r b u l e n c e  m o d e l  a r e  s o l v e d  t o  o b t a i n  v , .  T h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  a r e  t h e n  
i n c l u d e d  i m p l i c i t l y  i n t o  t h e  m e a n  f l o w  e q u a t i o n s ,  v i a  t h e  e d d y  v i s c o s i t y  a s  s h o w n  
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i n  S e c t i o n  2 . 5 ,  w h i c h  a r e  s o l v e d  i n  e x a c t l y  t h e  s a m e  m a n n e r  a s  t h e y  w o u l d  b e  f o r  
l a m i n a r  f l o w ,  c h a p t e r  5 .  E d d y - v i s c o s i t y  m o d e l s  m a y  b e  g r o u p e d  a c c o r d i n g  t o  
t h e  n u m b e r  o f  a d d i t i o n a l  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  t h a t  a r e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  
m o d e l ,  a n d  t h e  t h r e e  f o r m s  b r i e f l y  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n s  1 . 3 . 1 ,  1 . 3 . 2  a n d  1 . 3 . 3 ,  a r e  
c l a s s i f i e d  o n  t h i s  b a s i s .  
W h e n  a  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l  i s  b e i n g  u s e d  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  a r e  o b t a i n e d  
e x p l i c i t l y  f r o m  t h e i r  o w n  e q u a t i o n s ,  a n d  t h e n  i n c l u d e d  i n t o  t h e  m e a n  f l o w  e q u a t i o n s .  
W h e n  t h i s  i s  d o n e  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  e i t h e r  i n t r o d u c e  a  f a l s e  d i f f u s i v i t y  t o  e n a b l e  t h e  
m e a n  f l o w  e q u a t i o n s  t o  b e  s o l v e d ,  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  5 . 7 . 3 ,  o r  d e v e l o p  d i f f e r e n t  n u -
m e r i c a l  s c h e m e s  [ 1 9 ] .  T h e  f u l l  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l ,  w h e n  e a c h  o f t h e  s i x  R e y n o l d s  
s t r e s s e s  i s  o b t a i n e d  f r o m  i t s  o w n  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n ,  i s  d e s c r i b e d  i n  S e c -
t i o n  1 . 3 . 4 ,  w h i l e  t h e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l ,  w h e r e  e a c h  R e y n o l d s  s t r e s s  i s  
o b t a i n e d  f r o m  a n  a l g e b r a i c  e q u a t i o n ,  i s  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  1 . 3 . 5 .  
1 . 3 . 1  A l g e b r a i c  E d d y - V i s c o s i t y  M o d e l s  
T h e  s i m p l e s t  m o d e l  i s  t h e  a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  m o d e ! ,  w h i c h  i n v o l v e s  s o l v i n g ,  i n  
a d d i t i o n  t o  t h e  m e a n  f l o w  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s ,  o n e  e x t r a  a l g e b r a i c  e q u a t i o n  t o  
o b t a i n  t h e  e d d y - v i s c o s i t y .  T h e  C l a u s e r  a n d  m i x i n g  l e n g t h  f o r m u l a t i o n s  d e s c r i b e d  
i n  d e t a i l  i n  S e c t i o n  4 . 9  a r e  e x a m p l e s  o f  t h e  c l a s s  o f  a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  m o d -
e l s ,  w h i c h  a r e  o f t e n  c a l l e d  z e r o - e q u a t i o n  m o d e l s ,  b e c a u s e  t h e y  d o  n o t  i n c l u d e  t h e  
s o l u t i o n  o f  a n y  e x t r a  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  
T h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  e d d y - v i s c o s i t y ,  a n d  h e n c e  t h e  t u r b u l e n c e ,  a t  a n y  p o i n t  
c a n  b e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  m e a n  f l o w  a t  t h a t  p o i n t  i m p l i e s  t h a t  t h e  o n l y  f o r m  o f  
i n t e r a c t i o n  c a n  b e  v i a  t h e  m e a n  f l o w  a n d  t h e  p r e s s u r e ,  s u c h  a  f l o w  i s  t h e n  s a i d  t o  b e  
i n  l o c a l  e q u i l i b r i u m .  A s s u m i n g  t h a t  t h e  f l o w  i s  n e a r  t o  l o c a l  e q u i l i b r i u m  i s  i n h e r e n t  
i n  t h e  u s e  o f  t h i s  t y p e  o f  m o d e l .  A s  i s  s h o w n  i n  S e c t i o n  2 . 4 . 2  t h e  a s s u m p t i o n  o f  
l o c a l  e q u i l i b r i u m  m a y  b e  u s e d  t o  d e r i v e  a n  a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  m o d e l  f r o m  t h e  
t w o  e q u a t i o n  k  - E  m o d e l ,  s i n c e  t h e n  t h e  p r o d u c t i o n  a n d  d i s s i p a t i o n  o f  k  m u s t  b e  
e q u a l .  
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T h e  a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  c l o s u r e s ,  d u e  t o  t h e  l o c a l  e q u i l i b r i u m  r e q u i r e m e n t ,  
a r e  g e n e r a l l y  c o n s i d e r e d  t o  o n l y  b e  s u i t a b l e  f o r  s i m p l e  f l o w s  s u c h  a s  t h i n  s h e a r  l a y e r s ,  
f u l l y  d e v e l o p e d  f l o w s ,  e t c .  T h e  a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  f o r m u l a t i o n  u s e d  i n  t h e  
p r e s e n t  s t u d y  h a s  b e e n  f o u n d  t o  g i v e  s a t i s f a c t o r y  r e s u l t s  f o r  w e a k l y  a n d  m o d e r a t e l y  
s w i r l i n g  f l o w s  i n  n a r r o w  d i f f u s e r s  [ 1 0 J  [ 2 0 J .  F o r  t h e  m o d e r a t e l y  s w i r l i n g  f l o w s  i n  
w i d e r  a n g l e  d i f f u s e r s ,  S e c t i o n s  7 . 2  a n d  7 . 4 ,  i t  h a s  b e e n  f o u n d  t o  n o t  g i v e  s a t i s f a c t o r y  
r e s u l t s ,  a n d  t h e r e f o r e  c a n n o t  i n  g e n e r a l  b e  r e c o m m e n d e d  f o r  m o d e r a t e  s w i r l .  
1 . 3 . 2  O n e  E q u a t i o n  M o d e l s  
T h e  n e x t  s t e p  u p  i n  c o m p l e x i t y  a r e  t h e  o n e - e q u a t i o n  m o d e l s ,  s o  c a l l e d  b e c a u s e  
t h e y  r e q u i r e  t h e  s o l u t i o n  o f  o n e  e x t r a  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  
N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s .  T h e  r a t i o n a l e  i s  t h a t  f o r  m o r e  c o m p l e x  f l o w s  i t  i s  n e c e s -
s a r y  t o  d i r e c t l y  a l l o w  f o r  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  t u r b u l e n c e  o n  i t s e l f ,  r a t h e r  t h a n  o n l y  
a l l o w i n g  t h a t  i n f l u e n c e  t o  d e v e l o p  v i a  t h e  m e a n  f l o w ,  a s  t h e  z e r o - e q u a t i o n  m o d e l  
d o e s  [ 2 1 J .  T h e  q u a n t i t y  u s e d  t o  r e p r e s e n t  t h i s  t u r b u l e n t / t u r b u l e n t  i n t e r a c t i o n  i s  
t h e  k i n e t i c  e n e r g y  o f  t h e  t u r b u l e n t  f l u c t u a t i o n s ,  k .  O n c e  k  i s  o b t a i n e d  i t  i s  g e n -
e r a l l y  u s e d ,  w i t h  a  l e n g t h  s c a l e  L ,  t o  p r o d u c e  a n  e d d y - v i s c o s i t y .  H e n c e  t h i s  f o r m  
o f  o n e  e q u a t i o n  m o d e l  i s  a l s o  a n  e d d y - v i s c o s i t y  m o d e l .  T h e  e x p r e s s i o n  r e l a t i n g  t h e  
e d d y - v i s c o s i t y  t o  k  a n d  L  i s  o f  t h e  f o r m  v ,  =  C : P / 2  L ,  w h e r e  C :  i s  a n  e m p i r i c a l  c o n -
s t a n t .  T h i s  i s  k n o w n  a s  t h e  K o l m o g o r o v - P r a n d t l  e x p r e s s i o n ,  a s  i t  w a s  f o r m u l a t e d  
i n d e p e n d e n t l y  b y  b o t h  K o l m o g o r o v  [ 2 2 J  a n d  P r a n d t l [ 2 3 J .  T h e  e x t r a  p a r t i a l  d i f f e r -
e n t i a l  e q u a t i o n  s o l v e d  i s  t h e  t r a n s p o r t  e q u a t i o n  f o r  k  ,  e q u a t i o n  ( 2 . 1 3 ) .  T h i s  i s  a  
m o d e l l e d  f o r m  o f  t h e  e x a c t  e q u a t i o n  f o r  k ,  a n d  d e s c r i b e s  t h e  m a n n e r  i n  w h i c h  t h e  
c o n v e c t i o n  o f  k  i s  b a l a n c e d  b y  d i f f u s i v e  t r a n s p o r t  b y  t u r b u l e n t  m o t i o n ,  p r o d u c t i o n  
b y  i n t e r a c t i o n  o f  t u r b u l e n t  s t r e s s e s  a n d  m e a n  v e l o c i t y  g r a d i e n t s ,  a n d  d e s t r u c t i o n  b y  
t h e  d i s s i p a t i o n ,  e .  I n  o n e  e q u a t i o n  m o d e l s  t h e  d i s s i p a t i o n  i s  u s u a l l y  d e t e r m i n e d  b y ,  
k
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w h i c h  i s  a n  o u t c o m e  o f  d i m e n s i o n a l  a n a l y s i s  w h e n  o n e  a s s u m e s  t h a t  t h e  d i s s i p a t i o n  
r a t e  i s  g o v e r n e d  b y  l a r g e - s c a l e  t u r b u l e n t  m o t i o n  a n d  t h a t  t h i s  m o t i o n  i s  c h a r a c t e r -
i z e d  b y  t h e  v e l o c i t y  s c a l e  k
1
/
2  
a n d  t h e  l e n g t h  s c a l e  L  [ 2 4 ] .  
A  n o n  e d d y - v i s c o s i t y  o n e  e q u a t i o n  m o d e l  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  b y  B r a d s h a w ,  
F e r r i s  a n d  A t w e l l  [ 2 5 ] ,  a n d  B r a d s h a w  a n d  F e r r i s  [ 2 6 ] ,  i n  w h i c h  t h e  o n l y  R e y n o l d s  
s t r e s s  c o n s i d e r e d  s i g n i f i c a n t  i s  o b t a i n e d  d i r e c t l y  f r o m  a  m o d i f i e d  f o r m  o f  t h e  k  
e q u a t i o n .  
O n e  e q u a t i o n  m o d e l s  a c c o u n t  f o r  t h e  t r a n s p o r t  o f  t u r b u l e n c e ,  a n d  a r e  t h e r e f o r e  
s u p e r i o r  t o  z e r o - e q u a t i o n  m o d e l s  w h e n  t h i s  i s  a n  i m p o r t a n t  f a c t o r ,  w i t h  t h e  e d d y -
v i s c o s i t y  t y p e  h a v i n g  a  w i d e r  a p p l i c a t i o n  t h a n  B r a d s h a w ' s ,  d u e  t o  t h e  l a t t e r s  o n l y  
b e i n g  a b l e  t o  p r e d i c t  o n e  R e y n o l d s  s t r e s s .  T h e  m a i n  d i f f i c u l t y  w i t h  o n e  e q u a t i o n  
m o d e l s  i s  i n  o b t a i n i n g  a  r e l a t i o n  f o r  L ,  v a r i o u s  f o r m u l a t i o n s  h a v e  b e e n  c o n s t r u c t e d  
t o  d o  t h i s  [ 2 7 ] , [ 2 8 ] ,  h o w e v e r  t h e y  a r e  n e c e s s a r i l y  e m p i r i c a l  r e l a t i o n s  s i m i l a r  t o  t h o s e  
u s e d  i n  a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  m o d e l s  a n d  t h e r e f o r e  l a c k i n g  u n i v e r s a l i t y .  F o r  
t h i s  r e a s o n  o n e  e q u a t i o n  m o d e l s  a r e  r e s t r i c t e d  m a i n l y  t o  s h e a r  l a y e r s .  H o w e v e r  
z e r o - e q u a t i o n  m o d e l s  w o r k  e q u a l l y  w e l l  f o r  t h e s e  f l o w s  [ 2 1 ] .  T h e r e f o r e  t w o - e q u a t i o n  
m o d e l s  a r e  g e n e r a l l y  u s e d  f o r  m o r e  c o m p l e x  f l o w s .  O n e - e q u a t i o n  m o d e l s  h a v e  n o t  
b e e n  u s e d  i n  t h e  p r e s e n t  p r o j e c t .  
1 . 3 . 3  T w o  E q u a t i o n  M o d e l s  
I f  t h e  f l o w  i s  s u c h  t h a t  t h e  l e n g t h  s c a l e  L  c a n n o t  b e  o b t a i n e d  u s i n g  l o c a l  e q u i l i b r i u m  
a s s u m p t i o n s ,  i . e .  i t  c a n n o t  b e  o b t a i n e d  f r o m  a n  a l g e b r a i c  r e l a t i o n ,  t h e n  i t  a l s o  m u s t  
b e  o b t a i n e d  b y  s o l v i n g  a  t r a n s p o r t  e q u a t i o n .  T h u s  w e  h a v e  t w o  a d d i t i o n a l  p a r t i a l  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s ,  o n e  f o r  k  a n d  o n e  f o r  L .  H o w e v e r  r a t h e r  t h a n  s o l v i n g  d i r e c t l y  
f o r  L  m o s t  w o r k e r s  s o l v e  f o r  a  v a r i a b l e  o f  t h e  f o r m  k m  L n .  C h o u  [ 2 9 ]  ,  D a v i d o v  [ 3 0 ]  
,  H a r l o w  a n d  N a k a y a m a  [ 3 1 ]  a n d  J o n e s  a n d  L a u n d e r  [ 3 2 ]  s o l v e  f o r  t h e  d i s s i p a t i o n  
E  ~ P / 2 L - ' .  R o t t a  [ 3 3 ]  s o l v e s  f o r  k L ,  K o l m o g o r o v  [ 2 2 ]  f o r  P / 2 L - "  a n d  S p a l d i n g  
[ 3 4 ]  a n d  S a f f m a n  [ 3 5 ] ,  k L -
2
•  T h e  t r a n s p o r t  e q u a t i o n s  f o r  a l l  t h e  a b o v e  f o r m s  o f  
k m  L n  t a k e  a  s i m i l a r  f o r m .  T h e  e q u a t i o n  f o r  E ,  e q u a t i o n  ( 2 . 1 4 ) ,  i s  t h e  o n l y  o n e  t h a t  
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d o e s  n o t  r e q u i r e  t h e  i n c l u s i o n  o f  a n  a d d i t i o n a l  t e r m  t o  a c c o u n t  f o r  t h e  i n c r e a s e d  
d a m p i n g  o f  t u r b u l e n c e  e x p e r i e n c e d  i n  n e a r - w a l l  r e g i o n s  [ 3 6 ]  ,  a n d  f o r  t h i s  r e a s o n  i s  
g e n e r a l l y  u s e d  t o d a y .  k  a n d  €  a r e  u s e d  t o  p r o d u c e  a n  e d d y - v i s c o s i t y ,  o f  t h e  f o r m  
v ,  =  C~P/E, C~ a n  e m p i r i c a l  c o n s t a n t ,  t h u s  k  - €  m o d e l s  a r e  a l s o  e d d y - v i s c o s i t y  
m o d e l s .  
M o s t  o f  t h e  p u b l i s h e d  l i t e r a t u r e  o n  n u m e r i c a l  s i m u l a t i o n  o f  t u r b u l e n t  i n t e r n a l  
f l o w s  u s e s  t h e  k - E  m o d e l  o f  t u r b u l e n c e .  H a b i b  a n d  W h i t e l a w  [ 1 5 ]  u s e  a  s t a n d a r d  k -
€  m o d e l  o f  t u r b u l e n c e  a n d  g e n e r a l i z e d  c o o r d i n a t e s  t o  m o d e l  s w i r l i n g  f l o w  i n  c o n i c a l  
d i f f u s e r s  o f  2 0 °  a n d  4 5 °  i n t e r n a l  a n g l e s  d i s c h a r g i n g  i n t o  a  t a i l  p i p e ,  w i t h  l a r g e  s w i r l  
a n d  t h e  a s s o c i a t e d  c e n t r e l i n e  a x i a l  v e l o c i t y  r e v e r s a l .  T h e  p r e d i c t i o n  o f  a x i a l  v e l o c i t y  
f o r  n o n - s w i r l i n g  f l o w  i s  q u i t e  g o o d .  T h e  k  - €  m o d e l  u n d e r p r e d i c t s  t h e  t u r b u l e n t  
k i n e t i c  e n e r g y  b y  a s  m u c h  a s  5 0  p e r c e n t .  W h e n  s w i r l  i s  i n t r o d u c e d  t h e  a s s o c i a t e d  
d r o p  i n  a x i a l  v e l o c i t y  a t  t h e  c e n t r e l i n e  i s  o b t a i n e d ,  h o w e v e r  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  
d r o p  i s  u n d e r p r e d i c t e d .  T h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  s w i r l  i s  u n d e r p r e d i c t e d  i n  t h e  c e n t r a l  
r e g i o n  o f  t h e  d i f f u s e r .  I n  f a c t  t h e  p r e d i c t e d  p r o f i l e  l o o k s  l i k e  s o l i d  b o d y  r o t a t i o n ,  
r a t h e r  t h a n  t h e  a l m o s t  f r e e  v o r t e x  p r o f i l e  o f  t h e  e x p e r i m e n t .  T h e  t u r b u l e n t  k i n e t i c  
e n e r g y  i s  b o t h  o v e r p r e d i c t e d  a n d  u n d e r p r e d i c t e d  a t  d i f f e r e n t  l o c a t i o n s ,  h o w e v e r  a t  
t h e  d o w n s t r e a m  l o c a t i o n  w h e r e  t h e  s w i r l  p r e d i c t i o n  i s  w o r s t  k  i s  o v e r p r e d i c t e d .  
A l t h o u g h  H a b i b  a n d  W h i t e l a w  h a v e  c o n s i d e r e d  a  d i f f e r e n t  f l o w  r e g i m e  t o  t h a t  w e  
a r e  i n t e r e s t e d  i n ,  t h e i r  r e s u l t s  a r e  i n  g e n e r a l  a g r e e m e n t  w i t h  t h o s e  w e  h a v e  o b t a i n e d  
u s i n g  t h e  s t a n d a r d  k  - E  m o d e l  o f  t u r b u l e n c e ,  [ 3 7 ] , [ 2 0 ] , [ 3 8 ] .  H a b i b  a n d  W h i t e l a w  
s u g g e s t  t h a t  e i t h e r  s o m e  m o d i f i c a t i o n  t o  t h e  k  - E  m o d e l  m u s t  b e  m a d e  t o  a l l o w  
f o r  t h e  i n f l u e n c e  o f  s w i r l  a n d  t h e  a s s o c i a t e d  s t r e a m l i n e  c u r v a t u r e ,  o r  t h e  u s e  o f  a  
R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l .  
L e s c h z i n e r  a n d  R o d i  [ 3 9 ]  p r e s e n t  r e s u l t s  f o r  s w i r l i n g  f r e e  j e t s ,  u s i n g  a  k  - €  
m o d e l  o f  t u r b u l e n c e .  O f  i n t e r e s t  i n  t h i s  p a p e r  i s  t h e  f a c t  t h a t  t h e  a u t h o r s  f o u n d  
i t  n e c e s s a r y  t o  i n t r o d u c e  s w i r l  r e l a t e d  c o r r e c t i o n  t e r m s  t o  t h e  d i s s i p a t i o n  e q u a t i o n  
t o  s a t i s f a c t o r i l y  a c c o u n t  f o r  t h e  e f f e c t  o f  s t r e a m l i n e  c u r v a t u r e  i n  t h e  s w i r l i n g  f l o w ,  
s u c h  a  c o r r e c t i o n  f a c t o r  i s  p r e s e n t e d  i n  S e c t i o n  4 . 5 .  W i t h  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  t h e  
c o r r e c t i o n  f a c t o r  t h e y  o b t a i n e d  s a t i s f a c t o r y  p r e d i c t i o n s  o f  t h e  m e a n  f l o w .  N o  
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t u r b u l e n t  r e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d .  
L a u n d e r ,  P r i d d i n  a n d  S h a r m a  [ 4 0 ]  s i m u l a t i n g  f l o w  o v e r  s p i n n i n g  a n d  c u r v e d  
s u r f a c e s ,  a n o t h e r  s i t u a t i o n  w i t h  s i g n i f i c a n t  s t r e a m l i n e  c u r v a t u r e ,  a l s o  f i n d  i t  n e c e s -
s a r y  t o  i n t r o d u c e  c o r r e c t i o n  f a c t o r s  t o  t h e  €  e q u a t i o n .  L i l l e y  [ 4 1 ]  u s i n g  a  k  - k L  
m o d e l  f o u n d  t h a t  i t  w a s  n e c e s s a r y  t o  m o d i f y  t h e  k L  e q u a t i o n  t o  s u c c e s s f u l l y  p r e -
d i c t  a  s w i r l i n g  j e t ,  a n d  s u g g e s t s  t h a t  t h e  a s s u m p t i o n  o f  a n  i s o t r o p i c  e d d y - v i s c o s i t y  i s  
i n a p p r o p r i a t e  f o r  s w i r l i n g  f l o w .  T o  c o r r e c t  t h i s  h e  i n t r o d u c e s  a n  a n i s o t r o p i c  e d d y -
v i s c o s i t y  f o r m u l a t i o n ,  b u t  s u g g e s t s  t h a t  t h i s  i s  a n  i n t e r m e d i a t e  s t e p ,  a n d  r e c o m -
m e n d s  t h e  d e v e l o p e m e n t  o f  a  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l .  
1 . 3 . 4  F u l l  R e y n o l d s  S t r e s s  M o d e l s  
R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l s  d o  n o t  u s e  t h e  B o u s s i n e s q  a s s u m p t i o n ,  b u t  r a t h e r  s o l v e  a  
p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  f o r  e a c h  o f  t h e  s i x  c o m p o n e n t s  o f  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s ·  
t e n s o r .  T h e  e q u a t i o n s ,  i n  g e n e r a l i z e d  t e n s o r  f o r m ,  a r e  d e r i v e d  e x a c t l y  i n  S e c t i o n  
2 . 2 ,  a n d  p r e s e n t e d  i n  m o d e l l e d  f o r m  i n  S e c t i o n  2 . 3 .  A s  c a n  b e  s e e n  t h e  m o d e l l e d  
f o r m  o f  t h e  e q u a t i o n s  i n c l u d e  k  a n d  €  a s  u n k n o w n s ,  s o  t h e s e  q u a n t i t i e s  m u s t  a l s o  
b e  o b t a i n e d  f r o m  t h e i r  o w n  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  
F o r  t h i s  r e a s o n  R e y n o l d s  s t r e s s  c l o s u r e s  c o u l d  a l s o  b e  c a l l e d  e i g h t  e q u a t i o n  m o d -
e l s ,  s i n c e  t h e y  i n t r o d u c e  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  t h e  k  a n d  €  
e q u a t i o n s  a n d  a n o t h e r  s i x  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  T h e y  a r e  g e n e r a l l y  n o t  
c a l l e d  e i g h t  e q u a t i o n  m o d e l s ,  p o s s i b l y  a s  i t  s o u n d s  t o o  d a u n t i n g  t o  t h e  n e w c o m e r .  
T h e  b i g  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  R e y n o l d s  s t r e s s  c l o s u r e s  a n d  e d d y - v i s c o s i t y  c l o s u r e s  i s  
t h a t  i n  t h e  f o r m e r  R e y n o l d s  s t r e s s e s  a r e  f o u n d  d i r e c t l y ,  a n d  s u b s t i t u t e d  e x p l i c i t l y  
i n t o  t h e  m e a n  f l o w  e q u a t i o n s ,  r a t h e r  t h a n  s u b s t i t u t i n g  t h e m  i m p l i c i t l y ,  u s i n g  t h e  
B o u s i n e s q  e d d y - v i s c o s i t y  f o r m .  W h e n  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s  e q u a t i o n s ,  e q u a t i o n  
( 2 . 9 ) ,  a r e  d e r i v e d  e x a c t l y  f r o m  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s ,  a d d i t i o n a l  h i g h e r  o r d e r  
c o r r e l a t i o n s  a r e  i n t r o d u c e d ,  w h i c h  m u s t  b e  m o d e l l e d  t o  c l o s e  t h e  s y s t e m ,  S e c t i o n  
2 . 3 .  T h e  m o d e l l i n g  o f  t h e s e  t e r m s  i n t r o d u c e s  k  a n d  €  w i t h ,  s i n c e  t h e y  m u s t  a l s o  
b e  o b t a i n e d ,  t h e i r  o w n  e q u a t i o n s .  T h u s  w e  n o w  h a v e  a  t r a n s p o r t  e q u a t i o n  f o r  e a c h  
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o f  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s ,  a n d  c a n  t h e r e f o r e  m o d e l  a n y  s t r e s s / s t r e s s  i n t e r a c t i o n .  
R e y n o l d s  s t r e s s  e q u a t i o n s ,  u s i n g  t h e  L a u n d e r  R e e c e  R o d i  m o d e l  f o r  t h e  h i g h e r  
o r d e r  c o r r e l a t i o n s ,  h a v e  b e e n  s u c c e s s f u l l y  u s e d  t o  m o d e l  t w o  a n d  t h r e e  d i m e n s i o n a l  
d u c t  f l o w  [ 4 2 ] .  S u c h  m o d e l s  h a v e  h a d  p a r t i c u l a r  s u c c e s s  i n  t h e  p r e d i c t i o n  o f  t h e  
w a l l  e f f e c t  i n  w a l l  j e t s ,  t u r b u l e n c e  d r i v e n  s e c o n d a r y  f l o w s  a n d  t h e  e f f e c t  o f  w a l l  
c u r v a t u r e ,  a r e a s  w h e r e  t h e  k  - €  m o d e l  h a s  n o t  b e e n  s u c c e s s f u l  [ 2 1 ] .  L a u n d e r  a n d  
M o r s e  [ 4 3 ]  u s e  a  f u l l  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l  t o  s i m u l a t e  a  s w i r l i n g  j e t .  T h e y  f i n d  
t h a t  t h e  m o d e l  i s  n o t  s a t i s f a c t o r y  i n  a c c o u n t i n g  f o r  t h e  e f f e c t  o f  s w i r l ,  a n d  s u g g e s t  
t h a t  t h e  p r e s s u r e - s t r a i n  m o d e l l i n g  m a y  b e  a t  f a u l t .  G i b s o n  a n d  Y o u n i s  [ 4 4 ]  u s e  
t h e  s a m e  m o d e l  b u t  s u g g e s t  a  n e w  m e t h o d  o f  d e t e r m i n i n g  t h e  c o n s t a n t s .  W i t h  
t h e s e  c o n s t a n t s  t h e y  o b t a i n  s a t i s f a c t o r y  p r e d i c t i o n  f o r  a  s w i r l i n g  j e t  o f  t h e  s a m e  
t y p e  a s  t h a t  c o n s i d e r e d  b y  L a u n d e r  a n d  M o r s e ,  f o r  a l l  q u a n t i t i e s  b u t  t h e  s w i r l  a t  
t h e  f a r - f i e l d  d o w n - s t r e a m  l o c a t i o n .  
1 . 3 . 5  A l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  M o d e l s  
T o  o b t a i n  t h e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  t e r m s  c o n t a i n -
i n g  R e y n o l d s  s t r e s s  d e r i v a t i v e s  i n  t h e  f u l l  R e y n o l d s  s t r e s s  e q u a t i o n s ,  t h e  c o n v e c t i o n  
a n d  d i f f u s i o n  t e r m s  i n  e q u a t i o n  ( 2 . 1 2 ) ,  m a y  b e  r e l a t e d  t o  t h e  p r o d u c t i o n  a n d  t h e  
d i s s i p a t i o n  o f  k ,  t o  g i v e  a  s e t  o f  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s ,  e q u a t i o n  ( 2 . 1 5 ) .  I t  i s  t h e n  
a l s o  p o s s i b l e  t o  f u r t h e r  r e d u c e  t h e  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  t o  r e c o v e r  a n  e d d y - v i s c o s i t y  
f o r m u l a t i o n ,  t h u s  p r o v i d i n g  a  t h e o r e t i c a l  j u s t i f i c a t i o n  f o r  t h e  B o u s i n e s q  a p p r o x i m a -
t i o n  [ 4 5 ] , [ 4 6 ] .  T h e  a d v a n t a g e  o f  u s i n g  t h e  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  r a t h e r  t h a n  t h e  f u l l  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  i s  t h a t  t h e y  a r e  m u c h  c h e a p e r ,  c o m p u t a t i o n a l l y ,  t o  s o l v e .  
H a h  [ 4 7 ]  u s e s  a n  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l  a n d  a  k  - €  m o d e l  t o  s i m u l a t e  
s w i r l i n g  a n d  n o n - s w i r l i n g  d i f f u s e r  f l o w ,  a l t h o u g h  h i s  i n t e r e s t  i s  p r i m a r i l y  i n  t h e  f l o w  
r e g i m e  w i t h  l a r g e  e n o u g h  s w i r l  t o  g e n e r a t e  c e n t r e l i n e  a x i a l  v e l o c i t y  r e v e r s a l .  A s  h e  
d o e s n ' t  p r e s e n t  d e t a i l e d  r e s u l t s  f o r  t h e  m e a n  v e l o c i t i e s  i t  i s  d i f f i c u l t  t o  a s s e s s  t h e  
p e r f o r m a n c e  o f  h i s  m o d e l ,  w h i c h  i s  s l i g h t l y  d i f f e r e n t  f r o m  t h a t  i n  n o r m a l  u s e .  H e  
d o e s  s u g g e s t  t h a t  t h e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  g i v e s  b e t t e r  p r e d i c t i o n s .  
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T r u e l o v e  [ 4 8 ]  c o m p a r e s  r e s u l t s  o b t a i n e d  u s i n g  a n  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l  
a n d  a  k  - €  m o d e l  t o  p r e d i c t  a  s w i r l i n g  j e t  w i t h  h i g h  r e c i r c u l a t i o n .  H e  f i n d s  t h a t  
b o t h  m e t h o d s  a r e  i n  g e n e r a l  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  m e a n  f l o w  d a t a ,  b u t  t h a t  n e i t h e r  
g i v e s  g o o d  p r e d i c t i o n  o f  t h e  t u r b u l e n c e  q u a n t i t i e s ,  i n  p a r t i c u l a r  o v e r p r e d i c t i n g  t h e  
t u r b u l e n t  k i n e t i c  e n e r g y  i n  s o m e  r e a s o n s  b y  u p  t o  1 0 0 % .  O v e r a l l  t h e  a l g e b r a i c  
R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l  g i v e s  a  m a r g i n a l  i m p r o v e m e n t .  H e  a l s o  p o i n t s  o u t  t h e  
i m p o r t a n c e  o f  a c c u r a t e  s p e c i f i c a t i o n  o f  i n i t i a l  t u r b u l e n c e  p r o f i l e s ,  a n d  h a s  f o u n d  
t h a t  t h e  i n i t i a l  r a t e  o f  s p r e a d  o f  t h e  j e t  i s  q u i t e  s e n s i t i v e  t o  t h e  i n i t i a l  €  p r o f i l e .  
H e  s u g g e s t s  t h a t  t h e  c a u s e  o f  t h i s  p o o r  p r e d i c t i o n  m a y  b e  t h e  €  e q u a t i o n ,  b u t  a l s o  
r e c o m m e n d s  t h e  u s e  o f  a  f u l l  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l ,  t o  e n s u r e  t h a t  t h e  a l g e b r a i c  
a p p r o x i m a t i o n  i s  n o t  l e a d i n g  t o  t h e  p o o r  a p p r o x i m a t i o n .  
T h u s  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l s ,  w h i l s t  s t i l l  i n  a  d e v e l o p m e n t a l  s t a g e ,  
h a v e  b e e n  s h o w n  t o  g i v e  m o d e r a t e l y  i m p r o v e d  p r e d i c t i o n s  c o m p a r e d  t o  t h e  s t a n -
d a r d  k  - €  m o d e l ,  f o r  s w i r l i n g  f l o w ,  a n d  c e r t a i n l y  a l l o w  f o r  t h e  o b s e r v e d  a n i s o t r o p y  
o f  t h e  t u r b u l e n c e  q u a n t i t i e s  i n  s w i r l i n g  f l o w  [ 4 1 ] .  H o w e v e r  t h e y  a r e  h a r d e r  t o  c o d e  
,  l e s s  r o b u s t  t h a n  t h e  e d d y - v i s c o s i t y  f o r m u l a t i o n s ,  a n d  i n v o l v e  a  s m a l l  i n c r e a s e  i n  
c o m p u t e r  t i m e ,  a n d  a  l a r g e  i n c r e a s e  i n  c o m p u t e r  m e m o r y  r e q u i r e m e n t s .  A d d i t i o n -
a l l y  i t  s h o u l d  a l s o  b e  n o t e d  t h a t  s i n c e  t h e y  s t i l l  u s e  t h e  €  e q u a t i o n ,  a s  a l s o  d o  t h e  
f u l l  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l s ,  i f  t h i s  w a s  t h e  c a u s e  o f  p o o r  p r e d i c t i o n  w i t h  t h e  k  - €  
m o d e l ,  m o v i n g  t o  a  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l  w i l l  n o t  n e c e s s a r i l y  h e l p .  A t t e m p t s  h a v e  
b e e n  m a d e  t o  m o d i f y  t h e  €  e q u a t i o n  o n  a n  a d  h o c  b a s i s  t o  a c c o u n t  f o r  t h e  i n f l u e n c e  
o f  s w i r l  [ 4 7 ] , [ 3 9 ]  ,  h o w e v e r  n o  g e n e r a l  a p p r o a c h  h a s  y e t  b e e n  d e v e l o p e d ,  a n d  t h i s  i s  
c e r t a i n l y  a n  a r e a  w h i c h  n e e d s  m o r e  w o r k .  
1 . 3 . 6  
L a r g e  E d d y  S i m u l a t i o n  
T o  f i n i s h  o f f  t h i s  b r i e f  r e v i e w  o f  p r e s e n t  d a y  t u r b u l e n c e  m o d e l l i n g  w e  s h o u l d  m e n t i o n  
a  c o m p l e t e l y  d i f f e r e n t  a p p r o a c h  w h i c h  h a s  n o t  b e e n  u s e d  i n  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a -
t i o n ; t h a t  i s  l a r g e - e d d y  s i m u l a t i o n  [ 7 ] .  A s  w a s  m e n t i o n e d  p r e v i o u s l y  i t  i s  n o t  p o s -
s i b l e  t o  d i r e c t l y  s i m u l a t e  t u r b u l e n c e  i n  a l l  b u t  t h e  s i m p l e s t  f l o w s  w i t h  p r e s e n t  d a y  
c o m p u t e r s ,  h o w e v e r  t h e  p r e s e n t  g e n e r a t i o n  o f  s u p e r  c o m p u t e r  i s  p o w e r f u l  e n o u g h  
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t o  s i m u l a t e  t h e  l a r g e  s c a l e  t u r b u l e n c e ,  t h e  s o  c a l l e d  l a r g e  e d d i e s ,  w h i c h  l e a v e s  o n l y  
t h e  s m a l l  s c a l e  t u r b u l e n c e  t o  b e  a p p r o x i m a t e d  u s i n g  a  m o d e l l i n g  a s s u m p t i o n .  S i n c e  
t h e  s m a l l  s c a l e  t u r b u l e n c e  i s  m o r e  l i k e l y  t o  b e  i s o t r o p i c ,  a n d  t h e r e f o r e  p r o b l e m  i n -
d e p e n d e n t ,  i t  i s  e a s i e r  t o  m o d e l ,  a n d  t h e  c h o i c e  o f  m o d e l  i s  l e s s  l i k e l y  t o  i n f l u e n c e  
t h e  o v e r a l l  s t r u c t u r e  o f  t h e  t u r b u l e n c e ,  a n d  h e n c e  t h e  m e a n  f l o w .  T h e  r e q u i r e m e n t  
f o r  a  s u p e r c o m p u t e r  m a k e s  t h i s  f o r m  o f  m o d e l l i n g  b e y o n d  t h e  c a p a b i l i t i e s  o f  t h e  
p r e s e n t  p r o j e c t  [ 7 ] .  
1 . 3 . 7  M o d e l s  U s e d  i n  P r e s e n t  I n v e s t i g a t i o n  
O n  t h e  b a s i s  o f  t h e  l i t e r a t u r e  r e v i e w e d  f o r  t h e  c u r r e n t  p r o j e c t  i t  w a s  b e l i e v e d  t h a t  
t h e  b i g g e s t  d i f f i c u l t y  i n  t h e  t u r b u l e n c e  m o d e l i n g  a r e a  w o u l d  b e  t o  d e v e l o p  a  m o d e l  
t h a t  c o u l d  s a t i s f a c t o r i l y  a c c o u n t  f o r  t h e  e f f e c t  o f  t h e  s t r e a m l i n e  c u r v a t u r e  a n d  t h e  
a n i s o t r o p y  p r e s e n t  i n  s w i r l i n g  f l o w .  F o r  t h i s  r e a s o n  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  a l g e b r a i c  
e d d y - v i s c o s i t y  m o d e l ,  w h i c h  i t  w a s  t h o u g h t  w o u l d  o n l y  b e  s u i t a b l e  f o r  w e a k  s w i r l ,  a  
k  - E  m o d e l ,  c o r r e c t e d  t o  a l l o w  f o r  t h e  e f f e c t  o f  s t r e a m l i n e  c u r v a t u r e ,  a n d  t w o  a l g e -
b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l s  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d .  I t  w a s  h o p e d  t h a t  t h e  a l g e b r a i c  
R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l s  w o u l d  a l l o w  t h e  a n i s o t r o p y  t h a t  i s  p r e s e n t  i n  s w i r l i n g  f l o w  t o  
b e  p r e d i c t e d .  R e s u l t s  o b t a i n e d  w i t h  a l l  t h e  m o d e l s  a r e  p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r  7 ,  a n d  
d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  8 .  S u r p r i s i n g l y  i t  i s  n o t  t h e  e f f e c t  o f  s w i r l  o n  t h e  t u r b u l e n c e  
q u a n t i t i e s  t h a t  p r o v e d  t o  b e  t h e  m o s t  d i f f i c u l t  t o  a c c o u n t  f o r .  
1 . 4  M e a n s  o f  R e d u c i n g  C o m p u t a t i o n a l  E x p e n s e  
I n  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n  w e  h a v e  b e e n  i n t e r e s t e d  i n  d e t e r m i n i n g  i f  a  c l a s s  o f  
f l o w  e x i s t s  f o r  w h i c h  w h i c h  s o l u t i o n s  m a y  b e  o b t a i n e d  n u m e r i c a l l y  u s i n g  a  s i n g l e -
s w e e p  a l g o r i t h m .  I t  i s  s u g g e s t e d  t h a t  t h e  c l a s s  o f  i n t e r n a l  f l o w s  w h i c h  h a v e  n o  
a x i a l  f l o w  r e v e r s a l ,  a n d  i n  w h i c h  t h e  a x i a l  d i f f u s i o n  a n d  c r o s s  s t r e a m  v e l o c i t y  a r e  
s m a l l  c o m p a r e d  t o  t h e  o t h e r  q u a n t i t i e s ,  m a y  b e  o b t a i n e d  b y  s o l v i n g  t h e  N a v i e r -
S t o k e s  e q u a t i o n s ,  w i t h  t h e  t e r m s  o f  l o w e r  m a g n i t u d e  d e l e t e d ,  u s i n g  a  s i n g l e - s w e e p  
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s c h e m e  w i t h  n o  m i n i m u m  m a r c h i n g  s t e p - s i z e  s t a b i l i t y  r e s t r i c t i o n .  W e  s u g g e s t  
t h a t  t h e  r e a s o n  i t  i s  p o s s i b l e  t o  s o l v e  s u c h  r e d u c e d  e q u a t i o n  s e t s  u s i n g  s i n g l e - s w e e p  
a l g o r i t h m s  i s  t h a t  t h e y  a r e  w e l l - p o s e d  a s  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m s  i n  s p a c e ,  w i t h  i n  t h i s  
c a s e  t h e  a x i a l  d i r e c t i o n  b e i n g  t h e  t i m e - l i k e  d i r e c t i o n .  T o  d e t e r m i n e  i f  t h i s  i s  t r u e  w e  
f i r s t  d e v e l o p  a n  a n a l y t i c  m e t h o d  o f  d e t e r m i n i n g  w h e t h e r  l i n e a r  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  a r e  w e l l - p o s e d  a s  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m s ,  w h i c h  i s  r e a d i l y  a p p l i c a b l e  t o  s u c h  
c o m p l e x  s y s t e m s  a s  t h e  l i n e a r i z e d  N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s ,  p r e s e n t e d  i n  c h a p t e r  3 .  
v V e  t h e n  a n a l y z e  t h e  r e d u c e d  v e r s i o n s  o f  t h e  l i n e a r i z e d  N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  
c u r r e n t l y  i n  u s e  i n  t h e  f i e l d  o f  c o m p u t a t i o n a l  f l u i d  d y n a m i c s  a n d  s h o w  t h a t  t h e  
f o r m  g e n e r a l l y  s o l v e d  u s i n g  a  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m  i s  w e l l - p o s e d  a s  a n  i n i t i a l - v a l u e  
p r o b l e m  i n  s p a c e .  
S u c h  a n  a n a l y s i s  i s  a l s o  r e a d i l y  a p p l i c a b l e  t o  t h e  l i n e a r i z e d  R e y n o l d s  a v e r a g e d  
N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  w h e n  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  a r e  e x p r e s s e d  u s i n g  a n  e d d y -
v i s c o s i t y  f o r m u l a t i o n .  H o w e v e r  n o  a t t e m p t  a t  t h i s  s t a g e  h a s  b e e n  m a d e  b y  t h e  
a u t h o r  t o  a n a l y s e  t h e  e q u a t i o n s  w i t h  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  i n c l u d e d  e x p l i c i t l y .  
T h e  a d v a n t a g e  o f  w o r k i n g  w i t h  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s ,  f r o m  a  c o m p u t a t i o n a l  
p o i n t  o f  v i e w ,  i s  t h a t  a  s o l u t i o n  m a y  t h e n  b e  o b t a i n e d  w i t h  a  s i n g l e  s w e e p  o f  t h e  
d o m a i n ,  a n d  t h e  d i m e n s i o n a l i t y  o f  t h e  s t o r e d  a r r a y s  i s  r e d u c e d  b y  o n e .  I t  h a s  
n o t  b e e n  p r o v e d  t h a t  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  l i n e a r i z e d  a n a l y s i s  a c c u r a t e l y  d e s c r i b e  t h e  
s o l u t i o n s  o f  t h e  n o n - l i n e a r  e q u a t i o n s .  D e s p i t e  t h i s  i n  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n  t h e y  
h a v e  b e e n  f o u n d  t o  p r o v i d e  a  v a l u a b l e  g u i d e  t o  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  n o n - l i n e a r  
s o l u t i o n s ,  a n d  r e s u l t s  o b t a i n e d  n u m e r i c a l l y  s u p p o r t  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  l i n e a r i z e d  
a n a l y s i s  [ 4 9 ]  [ 3 7 ]  [ 1 0 ] .  
E q u i v a l e n t  e q u a t i o n  s e t s  a n d  c o n c e p t u a l l y  s i m i l a r  s o l u t i o n  t e c h n i q u e s  u s i n g  s i n -
g l e  m a r c h i n g  s w e e p  a l g o r i t h m s  h a v e  b e e n  r e v i e w e d  b y  R u b i n  [ 1 1 ] ,  f o r  e x t e r n a l  f l o w s ,  
a n d  p r e s e n t e d  i n  d e t a i l  b y  Y a s c h i n ,  I s r a e l i  a n d  W o l f s h t i e n  [ 5 0 ] ,  f o r  p i p e  f l o w  a n d  
P a t a n k a r  a n d  S p a l d i n g  [ 5 1 ]  f o r  d u c t  f l o w .  S i n g l e  m a r c h i n g  s w e e p  a l g o r i t h m s  u s i n g  
s i m i l a r  e q u a t i o n  s e t s ,  b u t  d i s s i m i l a r  n u m e r i c a l  t e c h n i q u e s ,  a r e  p r e s e n t e d  b y  A n d e r -
s o n  [ 5 2 ] ,  B r i l e y  a n d  M c D o n a l d  [ 5 3 ]  a n d  B a k e r  [ 5 4 ] .  
I n  t h e  p r e s e n t  p r o j e c t  w e  h a v e  d e t e r m i n e d  t h a t  a  c l a s s  o f  t u r b u l e n t  s w i r l i n g  
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d i f f u s e r  f l o w s  e x i s t s  f o r  w h i c h  i t  i s  p o s s i b l e  t o  d e l e t e  t e r m s  f r o m  t h e  g o v e r n m g  
e q u a t i o n s  o n  a n  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  b a s i s ,  a n d  t h e r e b y  o b t a i n  a n  e q u a t i o n  s e t  t h a t  
m a y  b e  s o l v e d  n u m e r i c a l l y  u s i n g  a  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m .  T h e  t e r m s  d e l e t e d  a r e  
t h e  a x i a l  d i f f u s i o n  t e r m s  a n d  t h e  r e m a i n i n g  c r o s s - s t r e a m  v e l o c i t y  t e r m s  i n  t h e  c r o s s -
s t r e a m  m o m e n t u m  e q u a t i o n .  T h e  r e s u l t i n g  r e d u c e d  e q u a t i o n  s e t  i s ,  w e  s u g g e s t ,  
w e l l - p o s e d  a s  a n  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m  i n  s p a c e ,  a n d  w e  u s e  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  s y m b o l i c  
a n a l y s i s  o f  C h a p t e r  6  t o  s u p p o r t  t h i s  h y p o t h e s i s .  F o r  f l o w s  o f  t h i s  t y p e  t h e  s o l u t i o n  
o f  t h e  r e d u c e d  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  u s i n g  a  s i n g l e  s w e e p  a l g o r i t h m  p r o v i d e s  a  g o o d  
a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  p h y s i c a l  q u a n t i t i e s .  W e  w i l l  ,  i n  k e e p i n g  w i t h  t h e  a c c e p t e d  
t e r m i n o l o g y  i n  t h i s  a r e a ,  c a l l  s u c h  f l o w s  p h y s i c a l l y  ' p a r a b o l i c ' ,  a n d  c o n s i d e r  t h e  
p r e v i o u s  s t a t e m e n t  t o  b e  a  f o r m a l  d e f i n i t i o n s .  
' W h a t  i s  m e a n t  b y  t h i s  i s  t h a t  t h e  f l o w  a t  a n y  p o i n t  h a s  a  n e g l i g i b l e  i n f l u e n c e  
o n  t h e  f l o w  a t  a l l  u p s t r e a m  p o i n t s .  T h a t  i s  e q u i v a l e n t  t o  s a y i n g  t h a t  t h e  f l o w  
h a s  o n l y  u p s t r e a m  d e p e n d e n c e .  F u r t h e r  s i n c e  w e  w i s h  t o  e x p l o i t  s u c h  u p s t r e a m  
d e p e n d e n c e  t o  e n a b l e  a  m a r c h i n g  a l g o r i t h m  t o  b e  u s e d ,  w e  m u s t  r e q u i r e  t h a t  t h e  
u p s t r e a m  d i r e c t i o n  i s  t h e  s a m e  a t  a l l  p o i n t s  o f  t h e  d o m a i n .  I n  t h e  c a s e  o f  d i f f u s e r  
f l o w  w e  w o u l d  w i s h  t o  m a r c h  i n  t h e  a x i a l  d i r e c t i o n  f r o m  t h e  d i f f u s e r  e n t r a n c e  t o  t h e  
e x i t ,  a n d  t h e r e f o r e  r e q u i r e  t h a t  t h e  u p s t r e a m  d i r e c t i o n  b e  a l i g n e d  w i t h  t h e  n e g a t i v e  
a x i a l  d i r e c t i o n .  T h i s  m e a n s  t h a t  i f  f l o w  r e v e r s a l  o c c u r s  a t  a n y  p o i n t  i n  t h e  d o m a i n ,  
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  a x i a l  d i r e c t i o n ,  t h e  f l o w  i s  n o t  p h y s i c a l l y  p a r a b o l i c  a n d  w e  
t h e r e f o r e  c a n n o t  u s e  a  s i n g l e  s w e e p  a l g o r i t h m .  v V e  a l s o  r e q u i r e  t h a t  a x i a l  d i f f u s i o n  
i s  s m a l l ,  w h i c h  a l l o w s  u s  t o  r e m o v e  t h e  s e c o n d  d e r i v a t i v e s  i n  t h e  a x i a l  d i r e c t i o n  f r o m  
t h e  v i s c o u s  t e r m s ,  a n d  t h a t  t h e  c r o s s - s t r e a m  v e l o c i t y  i s  s m a l l ,  a l l o w i n g  u s  t o  d e l e t e  
a l l  c r o s s - s t r e a m  v e l o c i t y  t e r m s  i n  t h e  c r o s s - s t r e a m  m o m e n t u m  e q u a t i o n ,  S e c t i o n  3 . 5 .  
I f  t h e s e  t h r e e  c r i t e r i a  a r e  t r u e  t h e n  w e  m a y  j u s t i f i a b l y  m a k e  a n  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  
r e d u c t i o n  o f  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s ,  a n d  o b t a i n  t h e  s o l u t i o n  c o m p u t a t i o n a l l y  w i t h  
a  s i n g l e  s w e e p  o f  t h e  d o m a i n  i n  t h e  a x i a l  d i r e c t i o n .  
I f  a n y o n e  o f  t h e  a b o v e  c r i t e r i a  i s  n o t  m e t  t h e n  t h e  f l o w  i s  p h y s i c a l l y  ' e l l i p t i c ' ,  a n d  
w e  c a n n o t  e x p e c t  t o  s u c c e s s f u l l y  m o d e l  s u c h  a  f l o w  b y  s o l v i n g  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s  
u s i n g  a  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e .  I t  h a s  b e e n  f o u n d  t h a t  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  o f  t h e  
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a b o v e  c r i t e r i a  i s  t h a t  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  b e  n o n - r e v e r s i n g  a t  a l l  p o i n t s  o f  t h e  f l o w  
d o m a i n ,  a n d  t h e  v i o l a t i o n  o f  t h i s  r e q u i r e m e n t ,  e v e n  o n l y  i n  t h e  n u m e r i c a l  s o l u t i o n ,  
w i l l  n e c e s s i t a t e  t h e  u s e  o f  a  m u l t i - s w e e p  a l g o r i t h m ,  a l t h o u g h  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s  
m a y  s t i l l  p r o v i d e  a  s a t i s f a c t o r y  a p p r o x i m a t i o n .  
A  c a s e  o f  i n t e r e s t  i s  t h a t  w h e n ,  a l t h o u g h  i t  i s  p o s s i b l e  t o  d e l e t e  t h e  a x i a l  d i f f u s i o n  
t e r m s  o n  a n  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  b a s i s ,  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  d e l e t e  t h e  r e m a i n i n g  c r o s s -
s t r e a m  v e l o c i t y  t e r m s  i n  t h e  c r o s s - s t r e a m  m o m e n t u m  e q u a t i o n .  I f  t h i s  i s  t h e  c a s e  
t h e n  i t  i s  s u g g e s t e d  t h a t  t h e  f l o w  h a s  a n  e l l i p t i c  p r e s s u r e  i n t e r a c t i o n ,  w h i l s t  a l l  t h e  
o t h e r  v a r i a b l e s  a r e  p a r a b o l i c  [ 1 1 ] .  
D e l e t i o n  o f  a x i a l  d i f f u s i o n  t e r m s  w i l l  r e n d e r  
e a c h  e q u a t i o n ,  c o n s i d e r e d  a s  a  s i n g l e  u n c o u p l e d  e q u a t i o n ,  w e l l - p o s e d  a s  a n  i n i t i a l -
v a l u e  p r o b l e m ,  h o w e v e r  t h e  c o u p l e d  s y s t e m  w i l l  s t i l l  b e  i l l - p o s e d ,  d e m o n s t r a t e d  i n  
S e c t i o n  3 . 5 .  I f  a  s i n g l e  s w e e p  s c h e m e  i s  u s e d  o n  s u c h  a n  e q u a t i o n  s e t  i t  w i l l  e x h i b i t  a  
s i m i l a r  m i n i m u m  m a r c h i n g  s t e p  s i z e  i n s t a b i l i t y  a s  t h e  f u l l  e q u a t i o n s ,  S e c t i o n  6 . 4 . 2 .  
H o w e v e r  t h e  f a c t  t h a t  p r e s s u r e  i s  t h e  o n l y  ' e l l i p t i c '  v a r i a b l e  m e a n s  t h a t  e f f i c i e n t  
m u l t i - s w e e p  a l g o r i t h m s  c a n  b e  c o n s t r u c t e d  i n  w h i c h  o n l y  t h e  p r e s s u r e  i s  s t o r e d  a n d  
r e l a x e d  f o r  t h e  e n t i r e  d o m a i n  [ 5 5 ] , [ 1 2 ] , [ 5 6 ] .  
I n  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n  t h r e e  n u m e r i c a l  s c h e m e s  h a v e  b e e n  d e v i s e d  w h i c h  
a r e  s u m m a r i z e d  a s :  
( 1 )  S i n g l e - s w e e p : T h i s  s c h e m e  o b t a i n s  a l l  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  i n  a  s i n g l e  s w e e p  o f  
t h e  f l o w  d o m a i n ,  m a r c h i n g  i n  t h e  a x i a l  d i r e c t i o n .  I t  h a s  o n l y  b e e n  u s e d  t o  s o l v e  
t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s ,  i f  i t  i s  a t t e m p t e d  t o  s o l v e  e i t h e r  t h e  f u l l  o r  p a r t i a l l y  r e d u c e d  
e q u a t i o n s  d u e  t o  t h e  m i n i m u m  m a r c h i n g  s t e p - s i z e  s t a b i l i t y  r e s t r i c t i o n  i t  i s  n o t  p o s s i -
b l e  t o  o b t a i n  b o t h  a  s t a b l e  s o l u t i o n  a n d  s u f f i c i e n t  r e s o l u t i o n .  I n  t h e  p r e s e n t  p r o j e c t  
i t  h a s  b e e n  u s e d  w i t h  t h e  a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  a n d  k  - €  t u r b u l e n c e  m o d e l s .  I t  
h a s  n o t  b e e n  a t t e m p t e d ,  b y  t h e  a u t h o r ,  t o  u s e  a n  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l  
w i t h  t h i s  s c h e m e .  S u c h  m e t h o d s  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d  [ 1 9 ] ,  b u t  a r e  c o n c e p t u a l l y  
q u i t e  d i f f e r e n t  t h a n  t h o s e  u s e d  i n  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n .  
( 2 )  Q u a s i - m u l t i - s w e e p : T h i s  s c h e m e  o b t a i n s  a l l  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  o t h e r  t h a n  t h e  
p r e s s u r e  i n  t h e  s a m e  w a y  a s  i n  i n  t h e  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e .  T h e  p r e s s u r e  i s  s t o r e d  
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o v e r  t h e  e n t i r e  d o m a i n  a n d  r e l a x e d  d u r i n g  e a c h  a x i a l  s w e e p  u n t i l  a  c o n v e r g e d  p r e s -
s u r e  s o l u t i o n  i s  o b t a i n e d .  O n e  f i n a l  s w e e p  o f  t h e  d o m a i n  i s  t h e n  m a d e  s o  t h a t  t h e  
r e m a i n i n g  f i e l d s  c a n  b e  o b t a i n e d .  T h e  q u a s i - m u l t i - s w e e p  s c h e m e  c a n  b e  u s e d  t o  
s o l v e  t h e  p a r t i a l l y  r e d u c e d  a n d  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s .  I f  i t  i s  u s e d  w i t h  t h e  f u l l  
e q u a t i o n s  a  s i m i l a r  m i n i m u m  m a r c h i n g  s t e p - s i z e  s t a b i l i t y  r e s t r i c t i o n  a s  t h a t  f o u n d  
f o r  t h e  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e  i s  e n c o u n t e r e d .  
( 3 )  M u l t i - s w e e p :  A l l  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  a r e  s t o r e d  f o r  t h e  e n t i r e  d o m a i n  a n d  
m u l t i p l e  s w e e p s  o f  t h e  f l o w  d o m a i n  a r e  m a d e ,  w i t h  a t  e a c h  s w e e p  t h e  v a l u e s  o f  t h e  
s t o r e d  v a r i a b l e s  b e i n g  c o r r e c t e d .  P r e s s u r e  i s  s < : , p a r a t e d  a n d  t r e a t e d  a s  a  s p e c i a l  
v a r i a b l e ,  t h u s  t h e  p r e s s u r e  i s  f i x e d  w h i l e  i n  o n e  s w e e p  a l l  t h e  o t h e r  v a r i a b l e  a r e  
o b t a i n e d ,  t h e n  w i t h  a l l  t h e  o t h e r  v a r i a b l e s  h e l d  f i x e d ,  s e v e r a l  s w e e p s  o f  t h e  d o m a i n  
a r e  m a d e  t o  o b t a i n  a  n e w  p r e s s u r e  f i e l d .  T h e  m u l t i - s w e e p  s c h e m e  m a y  b e  u s e d  t o  
s o l v e  t h e  f u l l  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s ,  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  a n y o n e  o f  t h r e e  t u r b u l e n c e  
m o d e l s  d e v e l o p e d  i n  t h e  p r e s e n t  p r o j e c t .  W i t h  m i n o r  m o d i f i c a t i o n  i t  m a y  a l s o  
b e  u s e d  t o  s o l v e  t h e  r e d u c e d  a n d  p a r t i a l l y  r e d u c e d  e q u a t i o n s ,  a n d  t h i s  l e a d s  t o  a  
s m a l l  i n c r e a s e  i n  c o m p u t a t i o n a l  e f f i c i e n c y  f o r  f l o w s  t h a t  m a y  b e  s i m u l a t e d  b y  t h e s e  
e q u a t i o n  s e t s ,  b u t  f o r  w h i c h  n e i t h e r  t h e  q u a s i - m u l t i - s w e e p  n o r  t h e  s i n g l e - s w e e p  a r e  
a b l e  t o  p r o v i d e  s t a b l e  s o l u t i o n s .  
T h e  s c h e m e s  a r e  d e s c r i b e d  m o r e  f u l l y  i n  C h a p t e r  5 ,  w h e r e  t h e  m u l t i - s w e e p  
s c h e m e  i s  p r e s e n t e d  i n  d e t a i l .  T h e  e q u a t i o n s  a n d  f l o w  r e g i m e s  t h a t  e a c h  o f  t h e  
s c h e m e s  h a s  b e e n  u s e d  w i t h  a r e  t a b u l a t e d  i n  t a b l e  5 . 1 .  
1 . 5  C o o r d i n a t e  S y s t e m  
T o  e n a b l e  s o l u t i o n s  o f  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  t o  b e  o b t a i n e d  t h e y  m u s t  b e  e x -
p r e s s e d  i n  a  p h y s i c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m .  
I n  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n  a  d o m a i n  
c o n f o r m i n g  c o - o r d i n a t e  s y s t e m  i s  u s e d  w i t h ,  s i n c e  w e  a r e  c o n s i d e r i n g  c o n i c a l  d i f -
f u s e r s ,  s p h e r i c a l  c o - o r d i n a t e s .  T h i s  e n a b l e s  t h e  e q u a t i o n s  t o  b e  s o l v e d  i n  t h e  s i m -
p l e s t  p o s s i b l e  m a n n e r ,  a l l o w s  t h e  m e t h o d  t o  b e  e a s i l y  a d j u s t e d  t o  s u i t  n o n - c o n i c a l  
d i f f u s e r  g e o m e t r i e s  a n d  r e d u c e s  s t r e a m l i n e  t o  g r i d  s k e w n e s s ,  w h e n  c o m p a r e d  t o  t h a t  
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o f  c a r t e s i a n  o r  c y l i n d r i c a l  s y s t e m s ,  a n d  h e n c e  r e d u c e s  n u m e r i c a l  d i f f u s i o n .  A l t e r -
n a t i v e l y  a n  o r t h o g o n a l  c o - o r d i n a t e  s y s t e m  m a y  b e  g e n e r a t e d  u s i n g  t h e  S c h w a r t z -
C h r i s t o f f e l  t r a n s f o r m a t i o n  a n d  a  p o t e n t i a l  f l o w  s o l u t i o n  [ 5 2 ] .  H o w e v e r  t h i s  r e q u i r e s  
a  c o m p u t a t i o n a l l y  e x p e n s i v e  i t e r a t i v e  p r o c e d u r e  t o  l o c a t e  t h e  u n k n o w n  p o l e s  i n  t h e  
i n t e r m e d i a t e  t r a n s f o r m  p l a n e .  G e n e r a l i z e d  c o o r d i n a t e s  c o u l d  a l s o  b e  u s e d  r e q u i r i n g  
o n l y  a  s i m p l e  a l g e b r a i c  g r i d  g e n e r a t i o n  p r o c e d u r e ,  i n  a n t i c i p a t i o n  o f  u s i n g  s u c h  a  
s c h e m e  i n  t h e  f u t u r e  a l l  e q u a t i o n s  h a v e  b e e n  d e r i v e d  i n  c o o r d i n a t e  f r e e  t e n s o r  f o r m ,  
g i v e n  i n  c h a p t e r  2 .  
T h e  f l o w  i s  a s s u m e d  t o  b e  a x i s y m m e t r i c  a n d  t h e r e f o r e  e q u a t i o n s  a r e  s o l v e d  i n  
t h e  t w o  d i m e n s i o n a l  d o m a i n  ( x ,  6 )  ,  w h e r e  x  i s  t h e  a x i a l  c o - o r d i n a t e ,  a n d  6  i s  t h e  
r a d i a l  c o - o r d i n a t e ,  F i g u r e  4 . 1 .  
1 . 6  O v e r v i e w  o f  R e s t  o f  T h e s i s  
I n  c h a p t e r  t w o  w e  p r e s e n t  t h e  d e r i v a t i o n  o f  a l l  t h e  t u r b u l e n c e  e q u a t i o n s  u s e d ,  s t a r t -
i n g  f r o m  t h e  n o n - d i m e n s i o n a l  N a v i e r - S t o k e s  e q a t i o n s  i n  c o o r d i n a t e  f r e e  t e n s o r  f o r m .  
W e  p r e f e r  t o  m a k e  a l l  t h e  d e r i v a t i o n s  i n  c o o r d i n a t e  f r e e  f o r m  b e c a u s e  i t  i s  m u c h  e a s -
i e r  t o  d o  t h a t  a n d  t h e n  c o n v e r t  t o  p h y s i c a l  c o o r d i n a t e s ,  t h a n  t h e  o t h e r  w a y  r o u n d .  
C h a p t e r  3  c o n t a i n s  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  s y m b o l i c  a n a l y s i s  w h i c h  i s  u s e d  t o  d e t e r -
m i n e  w h e t h e r  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  a r e  w e l l  p o s e d  a s  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m s ,  
a n d  t h e  a n a l y s i s  o f  s e v e r a l  f o r m s  o f  t h e  N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  c u r r e n t l y  i n  u s e  
i n  t h e  f i e l d  o f  c o m p u t a t i o n a l  f l u i d  d y n a m i c s .  T h e  r u l e s  o f  c o v a r i a n t  d i f f e r e n t i a t i o n  
a r e  u s e d ,  v i a  t h e  C h r i s t o f f e l  s y m b o l s ,  t o  e x p r e s s  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  i n  p h y s i c a l  
c o o r d i n a t e s  i n  C h a p t e r  4 .  O n c e  t h e  e q u a t i o n s  a r e  o b t a i n e d  t h e y  a r e  r e d u c e d  o n  a n  
o r d e r - o f - m a g n i t u d e  b a s i s  t o  o b t a i n  t h e  p a r t i a l l y  r e d u c e d  a n d  t h e  r e d u c e d  s e t s  t h a t  
a r e  s o l v e d  b y  t h e  q u a s i - m u l t i - s w e e p  a n d  t h e  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e s  r e s p e c t i v e l y .  
T h e  m e t h o d  o f  s o l u t i o n  f o r  t h e  m u l t i - s w e e p  s c h e m e  i s  p r e s e n t e d  i n  d e t a i l  i n  
c h a p t e r  5 .  A  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  o f  v a r i o u s  s i m p l e  f o r m s  o f  e q u a t i o n s  i s  p r e s e n t e d  i n  
c h a p t e r  6 ,  t o  m a k e  t h e  m e t h o d  o b v i o u s ,  a n d  a l s o  t o  s u g g e s t  r e a s o n s  w h y  t h e  N a v i e r -
S t o k e s  e q u a t i o n s  a c t  a s  t h e y  d o .  T h e  n u m e r i c a l  r e s u l t s  o f  t h e  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  
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a p p l i e d  t o  t h e  N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  a r e  t h e n  p r e s e n t e d  a n d  d i s c u s s e d .  R e s u l t s  
f o r  t h e  m u l t i - s w e e p  s c h e m e  u s i n g  a l l  t h e  t u r b u l e n c e  m o d e l s  a r e  g i v e n  i n  C h a p t e r  7 ,  
w h e r e  i t  i s  d e m o n s t r a t e d  t h a t  i n  g e n e r a l  t h e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l  a p p e a r s  
t o  b e  t h e  b e s t  m o d e l  o f  t h o s e  t e s t e d  f o r  m o d e r a t e l y  s w i r l i n g  n o n - r e v e r s i n g  f l o w s .  
C h a p t e r  8  c o n t a i n s  a  d i s c u s s i o n  o f  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  i n  t h e  p r e s e n t  p r o j e c t ,  w i t h  
p a r t i c u l a r  r e f e r e n c e  t o  t h e  r a n g e  o f  v a l i d i t y  o f  r e d u c e d  N a v i e r - S t o k e s  f o r m u l a t i o n s ,  
a n d  c o m p a r i t i v e  a n a l y s i s  o f  t h e  t u r b u l e n c e  m o d e l s .  A  s u m m a r y  o f  t h e  o v e r a l l  
p r o j e c t ,  a n d  c o n c l u s i o n s  t h a t  m a y  b e  d r a w n  f r o m  i t ,  i s  p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r  9 .  
C h a p t e r  2  
T u r b u l e n c e  M o d e l s  i n  C o o r d i n a t e  
F r e e  F o r m  
I n  t h i s  t h e  c h a p t e r  t h e  e q u a t i o n s  f o r  t h e  m e a n  f l o w ,  a n d  t h o s e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  
t u r b u l e n c e  m o d e l s ,  a r e  d e r i v e d  f r o m  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  i n  c o o r d i n a t e  f r e e  
t e n s o r  f o r m .  T h e  r e a s o n  t h i s  h a s  b e e n  d o n e  i s  t h a t  t h i s  i s  t h e  s i m p l e s t  w a y  t o  
o b t a i n  t h e  r e q u i r e d  e q u a t i o n s  i n  a n y  c o o r d i n a t e  s y s t e m ,  a n d  b e c a u s e  i n  t h e  f u t u r e  
t h e  a u t h o r  p l a n s  t o  u s e  g e n e r a l i z e d  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  t o  m o d e l  f l o w s  o f  t h e  t y p e  
c o n s i d e r e d  i n  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n .  
2 . 1  T i m e  A v e r a g e d  N a v i e r - S t o k e s  E q u a t i o n s  
T h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  f o r  t h e  f l o w  o f  a  N  e w t o n i a n  f l u i d  a r e  t h e  N  a v i e r -
S t o k e s  e q u a t i o n s .  W h e n  e x p r e s s e d  i n  c o o r d i n a t e  f r e e  t e n s o r  n o t a t i o n  t h e y  a r e  [ 5 7 ] ,  
m o m e n t u m  - e q u a t i o n s  
U
; ·  +  U k U ;  - ; k p  +  k l U ;  
P  , t  P  , k  - - g  , k  I 1 g  , k l  ,  ( 2 . 1 )  
c o n t i n u i t y  - e q u a t i o n  
U i ' i  =  0 ,  
( 2 . 2 )  
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w h e r e  U  i s  t h e  v e l o c i t y  v e c t o r ,  P  i s  t h e  p r e s s u r e ,  9  i s  t h e  m e t r i c  t e n s o r ,  / l  i s  
t h e  d y n a m i c  v i s c o s i t y  a n d  p  i s  t h e  d e n s i t y .  S u p e r s c r i p t s  i n d i c a t e  c o n t r a v a r i a n t  
q u a n t i t i e s ,  s u b s c r i p t s  i n d i c a t e  c o v a r i a n t  q u a n t i t i e s ,  a p o s t r o p h e s  i n  t h e  l o w e r  p o s i t i o n  
i n d i c a t e  c o v a r i a n t  d e r i v a t i v e s  a n d  ; ,  i s  t h e  p a r t i a l  d e r i v a t i v e  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e .  
T h e  a b o v e  e q u a t i o n s  a r e  f o r  f l u i d  w i t h  c o n s t a n t  d e n s i t y  a n d  v i s c o s i t y  a n d  a r e  i n  t h e  
c o n t r a v a r i a n t  f o r m .  
T h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  c o v a r i a n t  a n d  c o n t r a v a r i a n t  a n d  p h y s i c a l  q u a n t i t i e s ,  
a n d  c o v a r i a n t  a n d  p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  i n  a  g i v e n  c o o r d i n a t e  s y s t e m ,  i s  g i v e n  i n  S e c t i o n  
4 . 1 .  T h e  m e t r i c  t e n s o r  9  r e l a t e s  d i s t a n c e  t o  i n f i n i t e s i m a l  c o o r d i n a t e  i n c r e m e n t s ,  
[ 5 7 ] .  T h e  c o m p o n e n t s  o f  9  f o r  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  a r e  g i v e n  i n  S e c t i o n  4 . 1 .  
T u r b u l e n t  f l o w  i s  c o n s i d e r e d  t o  c o n s i s t  o f  m e a n  p l u s  f l u c t u a t i n g  c o m p o n e n t s ,  
s u c h  t h a t  i f  a  t i m e  a v e r a g e  i s  t a k e n ,  
U =  U + u ,  
P  = P + p ,  
w h e r e  U  a n d  P  a r e  t h e  i n s t a n t a n e o u s  v a l u e s ,  t h e  o v e r b a r  i n d i c a t e s  t i m e  a v e r a g i n g ,  
a n d  l o w e r  c a s e  a r e  f l u c t u a t i n g  c o m p o n e n t s .  T h e  a v e r a g e ,  o r  m e a n ,  o f  a  q u a n t i t y  i s  
d e f i n e d  t o  b e ,  
- 1  1 ' 0 + 6 '  
Q = - Q d t ,  
t : : . t  ' 0  
w h e r e  t : : . t  i s  a s s u m e d  t o  b e  l a r g e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  t i m e  o f  t h e  t u r -
b u l e n c e ,  w h i c h  i s  t h e  r e c i p r o c a l  o f  t h e  p r e d o m i n a n t  f r e q u e n c i e s .  T h e  t i m e  a v e r a g e  
o f  a  f l u c t u a t i n g  c o m p o n e n t  i s  e q u a l  t o  z e r o ,  w h i l s t  t h a t  o f  a  m e a n  c o m p o n e n t  i s  
i t s e l f .  F r o m  t h i s  p o i n t  o n  i n s t a n t a n e o u s  v a l u e s  w i l l  n o  l o n g e r  b e  c o n s i d e r e d ,  a n d  
f o r  c o n v e n i e n c e  t h e  o v e r b a r  w i l l  b e  d r o p p e d  f r o m  t h e  m e a n  v a l u e s .  
W h e n  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  a r e  w r i t t e n  i n  t e r m s  o f  m e a n  a n d  f l u c t u a t i n g  
c o m p o n e n t s  w e  g e t ,  
p ( U  +  u ) i ; ,  + p ( U  +  u ) k ( U  +  u ) i ' k  =  _ g ' k ( p  +  p ) ' k  + / l g l k ( U  +  u ) i ' l k .  ( 2 . 3 )  
B y  t h e  c o n t i n u i t y  e q u a t i o n ,  ( U
k  
+  U k ) , k  i s  z e r o  a n d  t h e r e f o r e  t h e  c o n v e c t i v e  t e r m s  
m a y  b e  r e w r i t t e n  a s  [ ( U  + u ) k ( U  + u ) i ] , k .  E x p a n d i n g  t h i s  e x p r e s s i o n  g i v e s  [ U k U
i
+  
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U k U
i  
+ U k U
i  
+ U k u t k '  N o w  i f  w e  a v e r a g e  t h i s  e x p r e s s i o n  w e  g e t ,  [ U k U i ] ' k  + [ u k U i ] ' k  
,  s i n c e  b y  i t s  d e f i n i t i o n  u  i s  e q u a l  t o  z e r o ,  a n d  U  i s  e q u a l  t o  U .  T a k i n g  a v e r a g e s  
o f  a l l  o t h e r  t e r m s  t h e  a v e r a g e d  f o r m  o f  e q u a t i o n  ( 2 . 3 )  m a y  b e  w r i t t e n  a s  [ 5 ] ,  
pUi;~ p U k U i , k  + p (  u k u i ) ' k  =  _ g i k  P , k  + p , g l k U
i  
, l k  .  
( 2 . 4 )  
E q u a t i o n  ( 2 . 2 ) ,  t h e  c o n t i n u i t y  e q u a t i o n ,  w h e n  w r i t t e n  i n  t e r m s  o f  m e a n  p l u s  
f l u c t u a t i n g  v e l o c i t i e s  a n d  a v e r a g e d ,  b e c o m e s  
U
i  
. - 0  
, , .  
( 2 . 5 )  
A s  c a n  b e  s e e n  i n  e q u a t i o n  ( 2 . 4 )  t h e  f l u c t u a t i n g  c o m p o n e n t s  a p p e a r  o n l y  i n  t h e  
t e r m  p u k u
i
•  T h e s e  t e r m s  a r e  t h e  f l u c t u a t i n g  v e l o c i t y  c o r r e l a t i o n s ,  a n d  a r e  t h e  
c o m p o n e n t s  o f  a  s e c o n d  o r d e r  t e n s o r ,  s i n c e  t h e y  a r e  f o r m e d  a s  t h e  o u t e r  p r o d u c t  o f  
t w o  f i r s t  o r d e r  t e n s o r s .  S i n c e  c h a n g i n g  t h e  o r d e r  o f  t h e  i n d i c e s  m a k e s  n o  d i f f e r e n c e  
i t  i s  a  s y m m e t r i c  t e n s o r ,  a n d  t h e r e f o r e  h a s  s i x  i n d e p e n d e n t  c o m p o n e n t s .  I n  t u r b u -
l e n c e  m o d e l l i n g  t h i s  t e n s o r  i s  g e n e r a l l y  c a l l e d  t h e  R e y n o l d s '  s t r e s s  t e n s o r ,  a n d  i t s  
c o m p o n e n t s  t h e  R e y n o l d s  o r  t u r b u l e n t  s t r e s s e s .  
2 . 2  R e y n o l d s  S t r e s s  E q u a t i o n s  
E q u a t i o n  ( 2 . 4 )  t o g e t h e r  w i t h  t h e  c o n t i n u i t y  e q u a t i o n  p r o v i d e s  u s  w i t h  a  s y s t e m  o f  
f o u r  e q u a t i o n s  w i t h  t e n  u n k n o w n s ,  t h e  t h r e e  m e a n  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s ,  p r e s s u r e  
a n d  t h e  s i x  R e y n o l d s  s t r e s s  c o m p o n e n t s .  T h e  s y s t e m  i s  t h e r e f o r e  u n d e r d e t e r m i n e d ,  
a n d  e x t r a  e q u a t i o n s  m u s t  s o m e h o w  b e  o b t a i n e d  t o  c l o s e  i t .  I t  i s  p o s s i b l e  t o  d e r i v e  
a d d i t i o n a l  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  f o r  e a c h  o f  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  i n  t h e  
f o l l o w i n g  w a y  [ 5 ] .  
E q u a t i o n  ( 2 . 4 )  i s  a n  e q u a t i o n  f o r  t h e  i t h  c o m p o n e n t  o f  m e a n  v e l o c i t y .  I f  e q u a t i o n  
( 2 . 4 )  i s  m u l t i p l i e d  b y  U i ,  a n d  t h a t  e q u a t i o n  i s  a d d e d  t o  t h e  s a m e  e q u a t i o n  w i t h  t h e  
i  a n d  j  i n t e r c h a n g e d  w e  g e t ,  
p ( U i U i ) , t  + p ( U i U i U k ) , k  =  - p U
i  
( u k u i ) ' k  _ p U
i
(  u k u
i  
) , k  
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_ U i g
j k  
P , k  _ U j g
i k  
P , k  +  
U
i  
J 1 . g
k l
U
j  
, k l  + U
j  
J 1 . g
k l
U
i  
, k l  .  ( 2 . 6 )  
C o n t r a c t i o n  o f  t h e  f r e e  i n d i c e s  i n  e q u a t i o n  ( 2 . 6 ) ,  i . e .  s e t t i n g  i  e q u a l  t o  j  a n d  
s u m m i n g ,  t h e n  d i v i d i n g  b y  t w o ,  g i v e s  a n  e q u a t i o n  f o r  U
i
U ; / 2 ,  t h e  k i n e t i c  e n e r g y  o f  
t h e  m e a n  f l o w .  
N o w  i f  a n  e q u a t i o n  s i m i l a r  t o  e q u a t i o n  ( 2 . 6 )  i s  c o n s t r u c t e d  f o r  t h e  m e a n  p l u s  
f l u c t u a t i n g  v e l o c i t i e s  w e  g e t ,  a f t e r  e x p a n d i n g  t h e  b r a c k e t s ,  m a k i n g  u s e  o f  t h e  e q u a -
t i o n  o f  c o n t i n u i t y  a n d  t h e n  t a k i n g  a v e r a g e s ,  
p ( U i U
j
) ; ,  + p (  u i u j ) ; t  + p u
k
( 1 i ! i J ) ' k  =  
_ p ( u k u i u
j  
+  u i u k U j  +  u j u k U
i  
+  U i U j U k ) , k  
_ U
i  
g j k  P , k  - U
j  
g i k  P , k  - u i g j k p ' k  - u
j  
g i k p ' k  
+ U
i  
J 1 . l
l
u j  , k l  + u j  J 1 . l
I
U
i
' k l  + u
i  
J 1 .
g
k l
u
j  , k l  + u
j  
J 1 . g
k 1
u
i  
, k l  .  
( 2 . 7 )  
S u b t r a c t i n g  e q u a t i o n  ( 2 . 6 )  f r o m  e q u a t i o n  ( 2 . 7 )  t h e n  g i v e s  t h e  R e y n o l d s '  s t r e s s  e q u a -
t i o n s ,  
p (  u i u
j
) ; ,  + p U
k
(  U i U j ) , k  =  - p e  u k u i u j ) ' k  _ p u i u k U j , k  - p u j u k U
i  
, k  
- u i g j k p ' k  - u
j  
g i k p ' k  + u
i  
J 1 . g
k 1
u
j  
, k l  + u
j  
J 1 .
g
k l
u
i , k I  .  
( 2 . 8 )  
F o r  c o n v e n i e n c e  t h e  t e r m s  - u i g j k p ' k  - u j g i k p ' k  a n d  U
i
J 1 . g
k 1
u
j
' k l  + U
J
J 1 . g
k I
U
i
' k /  a r e  
w r i t t e n  i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m  [ 5 J ,  
- u i g j k p ' k  - u
j  
g i k p ' k  p ( g j k u i , k  + g i k u j , k  )  - g j k (  u i p  ) , k  _ g i k (  U j p J , k  ,  
u
i  
J 1 .
g
k l
u
j  , k l  + u
j  
J 1 . g
k 1
u
i  
, k l  =  - 2 J 1 . l
l
(  U i ' k  u j , 1  )  +  J 1 .
g
k l (  U i U j ) ' k l  .  
S o  t h a t  e q u a t i o n ( 2 . 8 )  c a n  b e  w r i t t e n  a s ,  
p (  u i u
j
) ; ,  +  p U
k
(  U i U j ) ' k  =  - p u i u k U j , k  - p u j u k U i , k  
~~ ,  ,  
- - - . . , . . . - - . . .  
c o n v e c t i o n  p r o d u . c t i o n  
+  p(gjku'~~-+ g , k u j  , k - ;  
~ . . .  '  
p r e s s u r e - s t r a i n  
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- p (  U k U i U j ) ' k  + f ' g k l (  U i U j ) , k /  _ g j k (  U i p  ) , k  _ g i k (  U j p  ) , k  ,  
,  . . .  I  
d i f f u s i o n  
k l (  .  
- 2 f ' g  U ' , k  U J , I  )  .  
"  '  
( 2 . 9 )  
d i s s i p a t i o n  
T h e  l a b e l s  a r e  u s e d  t o  g i v e  a  p h y s i c a l  i n t e r p r e t a t i o n  t o  e a c h  t e r m ,  a n d  p r o v i d e  
a  c o n v e n i e n t  w a y  o f  r e f e r r i n g  t o  c o m p o n e n t s  o f  t h e  e q u a t i o n .  E q u a t i o n  ( 2 . 9 )  i s  a n  
e x a c t  s e t  o f  e q u a t i o n s  f o r  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s ,  a n d  i f  t h e y  f o r m e d  a  s o l u b l e  s y s t e m  
t h e  s e a r c h  f o r  a  u n i v e r s a l  t u r b u l e n c e  m o d e l  w o u l d  b e  o v e r ,  b u t  a s  i s  e x p l a i n e d  i n  
t h e  n e x t  s e c t i o n  t h i s  i s  n o t  t h e  c a s e .  
E q u a t i o n  ( 2 . 9 )  m a y  b e  u s e d  t o  c o n s t r u c t  a n  e x a c t  e q u a t i o n  f o r  k ,  t h e  k i n e t i c  
e n e r g y  o f  t h e  t u r b u l e n t  f l u c t u a t i o n s ,  b y  c o n t r a c t i n g  i t  o n  t h e  f r e e  i n d i c e s ,  a n d  
d i v i d i n g  b y  t w o ,  g i v i n g ,  
p k ; ,  +  p U k k , k  =  
' - v - '  
c o n v e c t i o n  
- p U k u l U I ' k  - p (  u
k  
k  ) , k  + f ' r l
l  
k ' k l  - g i k ( p U i ) ' k  
' - v - '  '  •  '  
p r o d u c t i o n  d i f  f u s i o n  
- - . ,  
k l ( '  .  
- p g  U ' , I  U ' , k  J , '  
( 2 . 1 0 )  
d i s s i p a t i o n  
2 . 3  R e y n o l d s  S t r e s s  E q u a t i o n s  i n  M o d e l l e d  F o r m  
U n f o r t u n a t e l y  i n  c o n s t r u c t i n g  t h e  a d d i t i o n a l  R e y n o l d s  s t r e s s  e q u a t i o n s  ( 2 . 9 )  n e w  
d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  h a v e  b e e n  i n t r o d u c e d ,  t h e  p r e s s u r e  s t r a i n  t e r m ,  t h e  t r i p l e  c o r r e -
l a t i o n  a n d  t h e  p r e s s u r e  c o r r e l a t i o n  i n  t h e  d i f f u s i o n  t e r m ,  a n d  t h e  d i s s i p a t i o n  t e r m ,  
s o  t h e  s y s t e m  i s  s t i l l  u n c l o s e d .  I t  i s  p o s s i b l e  t o  c o n s t r u c t  m o r e  e q u a t i o n s  i n  e x -
a c t l y  t h e  s a m e  m a n n e r ,  b u t  t h i s  i n e v i t a b l y  l e a d s  t o  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  y e t  m o r e  
d e p e n d e n t  v a r i a b l e s .  I t  i s  e s s e n t i a l  t o  o b t a i n  a d d i t i o n a l  e q u a t i o n s  w i t h o u t  a d d i -
t i o n a l  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  a p p e a r i n g  i n  o r d e r  t o  c l o s e  t h e  s y s t e m .  S i n c e  n o  e x a c t  
m e t h o d  i s  p r e s e n t l y  k n o w n  t o  d o  t h i s ,  e m p i r i c a l l y  o b t a i n e d  r e l a t i o n s  a r e  u s e d .  T h e  
m o d e l l i n g  a p p r o x i m a t i o n s  u s e d  i n  t h e  p r e s e n t  s t u d y  a r e  a s  f o l l o w s .  
T h e  d i s s i p a t i o n  i s  a s s u m e d  t o  b e  i s o t r o p i c  a n d  t h e r e f o r e  e v e n l y  d i s t r i b u t e d  b e -
t w e e n  t h e  t h r e e  n o r m a l  s t r e s s e s ,  a n d  t h u s  a b l e  t o  b e  r e p r e s e n t e d  b y  a  s c a l a r ,  g i v i n g  
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[ 5 ] ,  
2 p , g k l (  U ' , k  U j , 1  )  =  2 / 3  p g ' j  E .  
T h e  p r e s s u r e  s t r a i n  t e r m  h a s  b e e n  s h o w n  t o  c o n s i s t  o f  t h r e e  c o m p o n e n t s  [ 2 9 ] ,  o n e  
o f  w h i c h  i s  o n l y  s i g n i f i c a n t  i n  n e a r  w a l l  r e g i o n s  a n d  i s  n o t  i n c l u d e d  i n  t h e  p r e s e n t  
m o d e l  d u e  t o  t h e  u s e  o f  a  m i x i n g  l e n g t h  f o r m u l a t i o n  i n  t h e  n e a r  w a l l  r e g i o n .  T h e  
o t h e r  t w o  a r e  t h e  t e r m  a r i s i n g  f r o m  t h e  m u t u a l  i n t e r a c t i o n  o f  t h e  f l u c t u a t i n g  v e -
l o c i t i e s ,  a n d  t h a t  a r i s i n g  f r o m  t h e  i n t e r a c t i o n  o f  t h e  m e a n  r a t e  o f  s t r a i n  w i t h  t h e  
t u r b u l e n c e .  R o t t a ' s  p r o p o s a l  [ 3 3 ]  i s  g e n e r a l l y  u s e d  t o  m o d e l  t h e  f i r s t  o f  t h e s e .  S e v -
e r a l  s u g g e s t i o n s  h a v e  b e e n  m a d e  f o r  m o d e l l i n g  t h e  s e c o n d  t e r m .  T h e  o n e  u s e d  h e r e  
w a s  p r o p o s e d  b y  N a o t ,  S h a v i t  a n d  W o l f s h t i e n  [ 5 8 ] ,  a n d  i s  u s e d  p r i m a r i l y  b e c a u s e  o f  
i t s  s i m p l i c i t y  c o u p l e d  w i t h  t h e  f a c t  t h a t  i t  a p p e a r s  t o  p e r f o r m  a s  w e l l  a s  t h e  o t h e r  
s u g g e s t i o n s  [ 4 4 ] , [ 5 9 ] .  T h i s  g i v e s ,  
p ( g j k U ' , ; - + g · k u j , k )  =  - p C ,  E /  k ( : ; ; r ; ; ;  - 2 / 3 g , j  k )  
,  '  
d u e  t o  R o t t a  
: - p C
2
(  -~Uj'k -~U"k + 2 / 3 g ' j T u ; u
l
, k  ) . '  
d u e  t o  N a o t  S h a v i t  a n d  W o l f s h t i e n  
D e r i v a t i o n  o f  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n s ,  b a s e d  o n  k i n e m a t i c  a r g u m e n t s ,  i s  g i v e n  b y  
L a u n d e r ,  R e e c e  a n d  R o d i  [ 4 2 ] .  A l l  c o n s t a n t s  a r e  w r i t t e n  a s  C  w i t h  a n  a s s o c i a t e d  
s u b s c r i p t ,  t h e  v a l u e s  u s e d  f o r  t u r b u l e n c e  c o n s t a n t s  i n  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n  a r e  
p r e s e n t e d  i n  T a b l e  7 . 1 .  
F o r  h i g h  R e y n o l d s  n u m b e r  f l o w s  t h e  o n l y  s i g n i f i c a n t  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  d i f f u s i o n  
, s  a s s u m e d  t o  c o m e  f r o m  t h e  t r i p l e  c o r r e l a t i o n  c o m p o n e n t  [ 4 2 ] ,  f o r  w h i c h  m a n y  
s u g g e s t i o n s  h a v e  b e e n  m a d e .  T h e  o n e  g i v e n  b e l o w  w a s  s u g g e s t e d  b y  D a l y  a n d  
H a r l o w [ 6 0 ]  a n d  h a s  b e e n  u s e d  b y  L a u n d e r  a n d  M o r s e [ 4 3 ] '  
k l (  .  . )  
p , g  u ' u
J  
, k l  =  0 ,  
_ p ( g j k u , k  + g , k u , k )  =  0 ,  
(  u k U ' U j ) , k  
( C a k /  E  u k u
l
(  u ' u j ) , 1  ) , k  .  
,  .  ~ 
d u e  t o  D a l y  a n d  H a r l o w  
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T h e  a b o v e  m o d e l  f o r  t h e  d i f f u s i o n  t e r m  h a s  o n l y  b e e n  p r e s e n t e d  f o r  c o m p l e t e n e s s .  
I n  t h e  p r e s e n t  s t u d y  a n  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  f o r m u l a t i o n  i s  u s e d  a n d  t h e r e f o r e ,  
a s  i s  s h o w n  i n  s e c t i o n  2 . 4 ,  t h e  d i f f u s i o n  t e r m  i s  n o t  i n c l u d e d .  
S i n c e  w i t h  t h e  a b o v e  a p p r o x i m a t i o n s  t h e  t u r b u l e n t  k i n e t i c  e n e r g y  w i l l  a p p e a r  
e x p l i c i t l y  i n  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s  e q u a t i o n s ,  i t  i s  a l s o  n e c e s s a r y  t o  m o d e l  t e r m s  i n  
t h e  k  e q u a t i o n  a s  w e l l .  T h e  d i s s i p a t i o n  t e r m  h a s  a l r e a d y  b e e n  m o d e l l e d  a b o v e ,  a n d  
w i t h  t h e  s a m e  a s s u m p t i o n  a b o u t  t h e  r e l a t i v e  s i g n i f i c a n c e  o f  t h e  d i f f u s i o n  t e r m s  i n  
h i g h  R e y n o l d s  n u m b e r  f l o w  i t  i s  o n l y  n e c e s s a r y  t o  m o d e l  t h e  u
k  
k , k  t e r m ,  w h i c h  i s  
s u g g e s t e d  t o  b e  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  g r a d i e n t  o f  k  [ 5 ] ,  
- - k l  
( u k k ) , k  =  9  ( C k v e j j k , k  ) , 1 ,  
( 2 . 1 1 )  
w h e r e  v e f f  i s  a n  e f f e c t i v e  v i s c o s i t y  t o  b e  d e f i n e d  i n  s e c t i o n  2 . 4 . l .  
\ V i t h  t h e  a b o v e  a p p r o x i m a t i o n s  t h e  R e y n o l d s '  s t r e s s  e q u a t i o n s  m a y  b e  w r i t t e n  i n  
t h e  f o l l o w i n g  m o d e l l e d  f o r m .  A t  t h i s  p o i n t  w e  w i l l  d i v i d e  t h r o u g h  b y  p  f o r  b r e v i t y .  
( U i U i ) ; ,  +  U k ( u i u i ) , k  =  - u i u k U i ' k  - u i u k U i ' k  
~~ ,  ,  
V '  
c o n v e c t i o n  p r o d u c t i o n  
- , C 1 E / k (  u Y  - 2 / 3 g
i i
k )  - C
2
(  -~Uj,k - - ; ; ; - ; ; J U i ' k  + 2 / 3 g
i r
: ; ; ; ; : ; ; ; U
I
, k  ) ,  
p r e s s u r e  s t r a i n  
T h e  k  e q u a t i o n  m a y  b e  w r i t t e n  a s ,  
- ( C s k / E  u k u l ( u i u i ) ' 1  ) , k  
,  ¥  '  
d i f f u s i o n  
- 2 / 3  g ' i E .  
' - - v - "  
d i s s i p a t i o n  
( 2 . 1 2 )  
k ; ,  +  U k k , k  =  - U k u l U I ' k  +  l l ( C k v e f f k , d , l - E  ( 2 . 1 3 )  
~ ' - - - . . - ' "  .  ' .  - .  
c o n v e c t i o n  p r o d u c t i o n  d i f  f u s i o n  d t 8 8 1 p a i t o n  
I t  i s  s t i l l  n e c e s s a r y  t o  o b t a i n  a n  e q u a t i o n  f o r  E ,  t h e  s c a l a r  d i s s i p a t i o n  o f  k .  A n  
e x a c t  e q u a t i o n  c a n  b e  d e r i v e d  f r o m  t h e  N a v i e r · S t o k e s  e q u a t i o n s ,  b u t  s u c h  d r a s t i c  
m o d e l l i n g  a s s u m p t i o n s  h a v e  t o  b e  i n t r o d u c e d  t h a t  t h e  r e s u l t i n g  e q u a t i o n  h a s  a .  
I 1  
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h i g h l y  e m p i r i c a l  c h a r a c t e r .  T h e r e f o r e  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  a  t r a n s p o r t  e q u a t i o n  f o r  €  
s i m i l a r  t o  t h e  k  e q u a t i o n  m a y  b e  c o n s t r u c t e d  b y  s i m p l y  m o d i f y i n g  t h e  t e r m s  i n  t h e  
k  e q u a t i o n  [ 6 1 ] ,  g i v i n g ,  
€ ; t +  U k € , k  =  C < 1 € / k ( - u k u I U I , k ) + l l ( C ' 2 V e f f € , d , l - C ' 3 € 2 / k .  
' - v - - "  •  "  •  ' - - - - . . . - . . -
( 2 . 1 4 )  
c o n v e c t i o n  
p r o d u . c t i o n  
d i !  f u s i o n  
d i s s i p a t i o n  
T h e  c o r r e c t i o n  t o  t h e  €  e q u a t i o n  t o  a l l o w  f o r  t h e  i n f l u e n c e  o f  s w i r l  i s  a  f u n c t i o n  o f  
t h e  l o c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m ,  a n d  i s  p r e s e n t e d  i n  s e c t i o n  4 . 4 .  
E q u a t i o n s  ( 2 . 1 2 ) , ( 2 . 1 3 )  a r i d  ( 2 . 1 4 )  a b o v e ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  m e a n  f l o w  e q u a t i o n s  
( 2 . 4 )  a n d  ( 2 . 5 )  f o r m  a  c l o s e d  s y s t e m  o f  t w e l v e  e q u a t i o n s  f o r  t w e l v e  u n k n o w n s  a n d  
t h e r e f o r e  m a y  b e  s o l v e d  t o  o b t a i n  t h e  m e a n - f l o w  a n d  t u r b u l e n t  q u a n t i t i e s .  T h e s e  
a r e  t h e  e q u a t i o n s  s o l v e d  w h e n  t h e  f u l l  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l  o f  t u r b u l e n c e  i s  e m -
p l o y e d .  U n f o r t u n a t e l y  s o l v i n g  t w e l v e  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  i s  n o t  a  t r i v i a l  
m a t t e r  c o m p u t a t i o n a l l y ,  a n d  f o r  t h a t  r e a s o n  t h e  f u l l  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l  h a s  n o t  
b e e n  u s e d  i n  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n .  T h e  a b o v e  d e r i v a t i o n  h a s  b e e n  p r e s e n t e d  
f o r  c o m p l e t e n e s s ,  a n d  t o  a l l o w  f o r  p o s s i b l e  f u t u r e  u s e  o f  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l  
i n  g e n e r a l i z e d  c o o r d i n a t e s  b y  t h e  a u t h o r ,  i n  a d d i t i o n  t o  p r o v i d i n g  a  p a t h  t o  t h e  
a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  e q u a t i o n s  i n  g e n e r a l i z e d  c o o r d i n a t e s .  
2 . 4  A l g e b r a i c  R e y n o l d s  S t r e s s  a n d  E d d y  V i s c o s -
i t y  M o d e l s  
A n  i n s p e c t i o n  o f  t h e  f u l l  R e y n o l d s  s t r e s s  e q u a t i o n s ,  e q u a t i o n  ( 2 . 1 2 )  a b o v e ,  s h o w s  
t h a t  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  o c c u r  o n l y  i n  t h e  c o n v e c t i o n  a n d  t h e  d i f -
f u s i o n  t e r m s .  T h e s e  t e r m s  m a y  b e  m o d e l l e d  b y  a s s u m i n g  t h a t  t h e  c o n v e c t i o n  l e s s  
d i f f u s i o n  o f  a  R e y n o l d s  s t r e s s  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  c o n v e c t i o n  l e s s  d i f f u s i o n  o f  t u r -
b u l e n t  k i n e t i c  e n e r g y ,  i n  t h e  r a t i o  o f  t h e  v a l u e  o f  t h e  s t r e s s  t o  t h e  v a l u e  o f  t h e  k i n e t i c  
e n e r g y ,  s u g g e s t e d  b y  R o d i  [ 6 2 ]  ,  g i v i n g  t h e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  e q u a t i o n s ,  
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T h e  a d d i t i o n  o f  t h e  t e r m  k i  i s  t o  a c c o u n t  f o r  t h e  f a c t  t h a t  w h e n  t h e  a b o v e  e q u a t i o n s  
a r e  e x p r e s s e d  i n  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  f o r  s w i r l i n g  f l o w ,  i t  i s  s u g g e s t e d  t h a t  i t  i s  
n e c e s s a r y  t o  r e t a i n  s o m e  o f  t h e  c o n v e c t i o n  t e r m s ,  a n d  t r e a t  t h e m  a s  f a l s e  p r o d u c t i o n  
t e r m s  [ 4 6 ] ,  [ 4 4 ] .  T h e  c o n v e c t i o n  t e r m s  r e t a i n e d  a r e  t h o s e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  
C h r i s t o f f e l  s y m b o l s ,  b u t  s i n c e  t h e s e  a r e  e n t i r e l y  a  f u n c t i o n  o f  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  
b e i n g  u s e d  t h e y  c a n n o t  b e  e x p r e s s e d  i n  g e n e r a l i z e d  c o o r d i n a t e s ,  a n d  a r e  t h e r e f o r e  
p r e s e n t e d  i n  s e c t i o n  4 . 4 .  T h i s  i s  n o t  s a t i s f a c t o r y  f r o m  t h e  p o i n t  o f  v i e w  o f  d e v e l o p i n g  
c o o r d i n a t e  s y s t e m  i n d e p e n d e n t  t u r b u l e n c e  m o d e l s .  
R e s u l t s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  
a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l  w i t h  a n d  w i t h o u t  t h e  e x t r a  f a l s e  p r o d u c t i o n  t e r m s  
i n c l u d e d  h a v e  b e e n  o b t a i n e d  a n d  a r e  p r e s e n t e d  i n  c h a p t e r  7 .  
T h e  a b o v e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  e q u a t i o n s  a r e  a  s e t  o f  s i x  n o n - l i n e a r  e q u a -
t i o n s  r e l a t i n g  e a c h  R e y n o l d s  s t r e s s  t o  t h e  v a l u e s  o f  t h e  m e a n  f l o w  g r a d i e n t s  a n d  k  a n d  
E .  O v e r  t h e  y e a r s  m a n y  e m p i r i c a l  h y p o t h e s e s  h a v e  b e e n  s u g g e s t e d  t o  p r o d u c e  o t h e r  
a l g e b r a i c  s e t s  o f  e q u a t i o n s  t o  d o  t h i s .  O f  t h e s e  e d d y - v i s c o s i t y  a n d  m i x i n g - l e n g t h  
c o n c e p t s  h a v e  p r o b a b l y  b e e n  t h e  m o s t  s u c c e s s f u l  a n d  w i d e l y  u s e d .  B o u s s i n e s q  [ 1 8 ]  
w a s  t h e  t h e  f i r s t  t o  p u t  f o r w a r d  t h e  i d e a  t h a t  t h e  t u r b u l e n t  s t r e s s e s  m a y  b e  r e l a t e d  
t o  t h e  r a t e  o f  d e f o r m a t i o n  t e n s o r  i n  t h e  s a m e  w a y  t h a t  t h e  v i s c o u s  s t r e s s e s  a r e ,  a n d  
p r o d u c e d  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n .  
U i U i  =  _ v ; ( g i k U i ' k  + g i k U i , k ) ·  
( 2 . 1 6 )  
I n  t h e  e d d y - v i s c o s i t y  a p p r o a c h  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  v ;  ,  t h e  s o  c a l l e d  t u r b u l e n t ,  
o r  e d d y ,  v i s c o s i t y ,  i s  a  s c a l a r ,  a n d  t h e r e f o r e  i s  t h e  s a m e  f o r  a l l  o f  t h e  s i x  s t r e s s e s ,  
a n d  h e n c e  i s  i s o t r o p i c .  T h i s  a s s u m p t i o n  o f  i s o t r o p y  i s  i n  f a c t  n o t  t r u e  f o r  m a n y  
f l o w s ,  s u c h  a s  f o r  e x a m p l e  h i g h l y  s w i r l i n g  f l o w s  [ 4 1 ] .  H o w e v e r  i t  i s  c l o s e  e n o u g h  f o r  
m a n y  f l o w s  o f  i n t e r e s t  f o r  i t  t o  b e  v e r y  u s e f u l .  I f  t h e  e d d y  v i s c o s i t y  c o n c e p t  i s  t o  
b e  u s e d  a  m o r e  a c c u r a t e  p r o c e d u r e  i s  t o  e x t r a c t  t h e  a v e r a g e  t u r b u l e n c e  p r e s s u r e  a s  
a  s e p a r a t e  t e r m  a n d  w r i t e ,  
U i U i  =  - v , ( g i k U i , k  + g i k U i , k )  +  2 / 3  g i i  k .  
( 2 . 1 7 )  
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k  i s  t o  e n s u r e  t h a t  w h e n  t h e  a b o v e  e q u a t i o n  i s  c o n t r a c t e d  
o n  t h e  f r e e  i n d i c e s  t h e  r e s u l t  i s  k ,  a s  o t h e r w i s e  d u e  t o  c o n t i n u i t y  i t  w o u l d  b e  z e r o .  
W h e n  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  a r e  s u b s t i t u t e d  i n t o  t h e  m e a n  f l o w  e q u a t i o n s  t h i s  t e r m  
i s  a b s o r b e d  i n t o  t h e  p r e s s u r e ,  a n d  t h u s  n e v e r  a p p e a r s  e x p l i c i t l y .  
M u c h  o f  t h e  s u c c e s s  o f  t h e  e d d y  v i s c o s i t y  m o d e l  i s  p r o b a b l y  d u e  t o  i t s  s i m p l i c i t y .  
I t  i s  v e r y  e a s y  t o  c o d e ,  a n d  l a m i n a r  c o d e s  c a n  b e  v e r y  s i m p l y  c o n v e r t e d .  I t  i s  
n u m e r i c a l l y  r o b u s t ,  e a s y  t o  d e b u g ,  a n d  i n  a n  a r e a  f u l l  o f  c o n c e p t u a l l y  d i f f i c u l t  i d e a s  
g i v e s  a n  e a s i l y  g r a s p e d  c o n c e p t ,  t h a t  o f  a  t u r b u l e n t  v i s c o s i t y .  
2 . 4 . 1  M i x i n g  L e n g t h  F o r m u l a t i o n  
A  f u r t h e r  r e d u c t i o n  o f  t h e  e d d y - v i s c o s i t y  c o n c e p t  l e a d i n g  t o  t h e  m l x m g  l e n g t h  
m o d e l ,  f i r s t  p r o p o s e d  b y  P r a n d t l  [ 2 3 ]  o n  e m p i r i c a l  g r o u n d s ,  m a y  a l s o  b e  d e r i v e d  
f r o m  e q u a t i o n .  ( 2 . 1 3 ) .  T o  d o  t h i s  w e  a s s u m e  t h a t ,  o n  d i m e n s i o n a l  g r o u n d s ,  w e  c a n  
w r i t e  t h e  e d d y  v i s c o s i t y  a s ,  
V t  =  / 4 / 3
e
l / 3  
( 2 . 1 8 )  
w h e r e  I  i s  t h e  I u i x i n g  l e n g t h .  W e  a l s o  a s s u m e  t h a t  t h e  t u r b u l e n c e  i s  i n  a  s t a t e  
o f  l o c a l  e q u i l i b r i u m ,  a n d  t h e r e f o r e  t h e  p r o d u c t i o n  a n d  d i s s i p a t i o n  o f  k  a r e  e q u a l ,  
g i v i n g  
- - I  
- U k u l U  , k  =  e .  
( 2 . 1 9 )  
N o w  b y  u s i n g  ( 2 . 1 7 )  t o  r e p l a c e  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  i n  t h e  a b o v e  r e l a t i o n  a n d  
( 2 . 1 8 )  t o ,  r e p l a c e  t h e  e d d y  v i s c o s i t y  w e  o b t a i n ,  
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T h i s  a l l o w s  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  t o  b e  a p p r o x i m a t e d  b y  t h e  m i x i n g  l e n g t h  f o r m u -
l a t i o n ,  
u i u j  =  _ / 2  ( ( g k m U / , m  +  g i U k , m  ) U / ' k )  1 / 2  ( g j k U i ' k  + g i k U j , k )  +  2 / 3  g i j  k .  ( 2 . 2 2 )  
O f  c o u r s e  t o  c l o s e  t h e s e  e d d y - v i s c o s i t y  m o d e l s  t h e r e  h a s  t o  b e  a  w a y  o f  p r e -
s c r i b i n g  V t  o r  I .  T h e r e  h a v e  b e e n  m a n y  s u g g e s t i o n s  f o r  t h i s ,  s e c t i o n  1 . 3 .  T h e  o n e s  
u s e d  i n  t h e  p r e s e n t  s t u d y  a r e  t o  r e l a t e  t h e  e d d y  v i s c o s i t y  t o  t h e  k  a n d  E  a l r e a d y  
c a l c u l a t e d  a s ,  
V t  =  C~k2 l E ,  
( 2 . 2 3 )  
a n d  t h e n  t h e  v e f f  i n  ( 2 . 1 1 )  a b o v e  i s  v  +  V t ,  o r  i n  t h e  c a s e  o f  a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  
f o r m u l a t i o n s  t o  r e l a t e  i t  t o  a  p h y s i c a l  p a r a m e t e r  o f  t h e  f l o w ,  s u c h  a s  t h e  d i s p l a c e m e n t  
t h i c k n e s s ,  o r  d i s t a n c e  f r o m  t h e  w a l l ,  s e c t i o n  4 . 9 .  
2 . 4 . 2  L o c a l  E q u i l i b r i u m  R e l a t i o n s  
T h e  a s s u m p t i o n  o f  l o c a l  e q u i l i b r i u m  c a n  a l s o  b e  u s e d  t o  c o n s t r u c t  a n  a l g e b r a i c  f o r m  
f o r  t h e  k  e q u a t i o n  i n  t h e  f o l l o w i n g  w a y .  
E q u a t i o n  ( 2 . 2 0 ) ,  w i t h  V t  r e c o v e r e d  f r o m  ( 2 . 1 8 ) ,  i s  c o m b i n e d  w i t h  ( 2 . 2 3 )  t o  e l i m -
i n a t e  E .  T h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n  f o r  k  r e s u l t s ,  
( (  
k  k  )  /  )  1 / 2  
_  t i t  9  m U / , m  +  g r U  , m  U  , k  
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N o w  b y  u s i n g  t h e  r e l a t i o n  ( 2 . 2 1 )  t o  o b t a i n  v ,  t h i s  a l l o w s  k  t o  b e  r e l a t e d  d i r e c t l y  t o  
t h e  m e a n  f l o w .  
S i m i l a r l y  a n  a l g e b r a i c  e x p r e s s i o n  f o r  €  o f  t h e  f o r m ,  
C
3
/
4
P / 2  
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( 2 . 2 5 )  
m a y  b e  o b t a i n e d  b y  c o m b i n i n g  ( 2 . 2 3 )  a n d  ( 2 . 1 8 )  .  T h e  t w o  r e l a t i o n s  ( 2 . 2 4 )  a n d  
( 2 . 2 5 )  m a y  t h e n  b e  u s e d  t o  o b t a i n  k  a n d  €  i n  a r e a s  o f  l o c a l  e q u i l i b r i u m ,  s u c h  a s  t h e  
n e a r  w a l l  r e g i o n  i n  t h e  p r e s e n t  d i f f u s e r  f l o w .  
2 . 5  M e a n  F l o w  E q u a t i o n s  U s i n g  E d d y - V i s c o s i t y  
F o r m u l a t i o n  
I f  w e  s u b s t i t u t e  f o r  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  i n  e q u a t i o n  ( 2 . 4 ) ,  u s i n g  t h e  e d d y  v i s c o s i t y  
a p p r o x i m a t i o n  o f  e q u a t i o n  ( 2 . 1 7 ) ,  t h e n  w e  o b t a i n ,  
U
i
.  + U k U
i  
- i k  P  +  I k U i  + (  ( j k U i  +  i k U
j  
) )  
, t  , k  - - g  - , k  v g  , l k  V
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9  , k  9  , k  , j ,  
p  
( 2 . 2 6 )  
w h e r e  v  i s  t h e  k i n e m a t i c  v i s c o s i t y .  U s i n g  t h e  p r o d u c t  r u l e  o f  d i f f e r e n t i a t i o n  g i v e s ,  
j k  i  i k  j  .  _  .  j k  i  i k  j  
( V t ( g  U , k  + g  U  , k  ) ) "  - v " ,  ( g  U , k  + g  U , k )  +  
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j k  i  i k  j  
v , ( g  U , k  + g  U , k  ) , j  ,  
w h i c h  m a y  b e  f u r t h e r  r e d u c e d  u s i n g  ( 2 . 5 )  t o  e n a b l e  ( 2 . 2 6 )  t o  b e  w r i t t e n  a s  
.  k '  ' k  P  I k  .  ' k " k  .  
U ' ; ,  + U  U ' , k  =  - g '  p , k  + ( v  +  V t ) g  U " l k  + v " , ( g '  U ' , k  + g '  U ' , k ) '  
( 2 . 2 8 )  
T h e  a b o v e  e q u a t i o n s  f o r  t h e  m e a n  f l o w  c o n t a i n  o n l y  o n e  t u r b u l e n t  q u a n t i t y  ,  
v "  a n d  a s  c a n  b e  s e e n  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  e q u a t i o n s  i s  t h e  s a m e  a s  t h a t  o f  t h e  
N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s ,  t h e  o n l y  a d d i t i o n a l  t e r m s  b e i n g  s i m i l a r  t o  t h e  a l r e a d y  
p r e s e n t  l a m i n a r  s t r e s s e s .  T h i s  i s  o n e  o f  t h e  g r e a t  a t t r a c t i o n s  o f  t h e  e d d y - v i s c o s i t y  
a p p r o a c h ,  s i n c e  a n y  N a v i e r - S t o k e s  s o l v e r  c a n  b e  u s e d  t o  s o l v e  e q u a t i o n s  ( 2 . 2 8 ) ,  a n d  
t h e  a d d i t i o n a l  e q u a t i o n s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  t u r b u l e n c e  m o d e l  a r e  s o l v e d  t o  o b t a i n  
t h e  e d d y - v i s c o s i t y .  
I '  
I  
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2 . 6  D i s c u s s i o n  
T h e  e q u a t i o n s  d e r i v e d  i n  t h e  p r e s e n t  c h a p t e r  a r e  t h o s e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  f u l l  
R e y n o l d s  s t r e s s  ,  t h e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  a n d  t h e  k  - €  t u r b u l e n c e  m o d e l s .  
T h e  e q u a t i o n s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  m o d e l  a r e  v e r y  m u c h  
a  f u n c t i o n  o f  t h e  g e o m e t r y  o f  t h e  p r o b l e m  c o n s i d e r e d ,  a n d  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  
b e i n g  u s e d .  F o r  t h i s  r e a s o n  t h e y  h a v e  n o t  b e e n  p r e s e n t e d  i n  t h e  p r e s e n t  c h a p t e r ,  
r a t h e r  b e i n g  p l a c e d  i n  s e c t i o n  4 . 9 .  
A l t h o u g h  d e v e l o p i n g  t h r e e  t u r b u l e n c e  m o d e l s  m a y  s e e m  a  b i t  s u p e r f l u o u s  t h e  
r e a s o n  i t  h a s  b e e n  d o n e  i n  t h e  p r e s e n t  p r o j e c t  i s  a s  f o l l o w s .  W e  h a v e  t r i e d  t o  
d e v e l o p  t h e  m o s t  c o m p u t a t i o n  a l l y  e f f i c i e n t  s c h e m e s  t o  s i m u l a t e  t h e  c l a s s  o f  f l o w  
w e  a r e  i n t e r e s t e d  i n ,  f o r  t h i s  r e a s o n  t h e  v e r y  s i m p l e  a n d  e f f i c i e n t  a l g e b r a i c  e d d y -
v i s c o s i t y  m o d e l  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  a n d  u s e d .  H o w e v e r  f o r  t h e  m o d e r a t e l y  s w i r l i n g  
f l o w s  i n  d i f f u s e r  a n g l e s  o f  g r e a t e r  t h a n  1 0 °  t h i s  m o d e l  i s  n o t  f o u n d  t o  b e  s a t i s f a c t o r y .  
T h i s  l e a d  t o  t h e  u s e  o f  a  k  - €  m o d e l ,  i n c l u d i n g  a  s w i r l  r e l a t e d  c o r r e c t i o n ,  g i v e n  i n  
s e c t i o n  4 . 5 ,  t o  a t t e m p t  t o  a c c o u n t  a c c u r a t e l y  f o r  t h e  e f f e c t  o f  s w i r l .  D i s s a t i s f a c t i o n  
w i t h  t h e  k  - € ,  e v e n  w i t h  t h e  i n c l u s i o n  o f  t h e  R i c h a r d s o n  n u m b e r  c o r r e c t i o n  f a c t o r ,  
l e d  t o  t h e  u s e  o f  t h e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l .  T h e  t u r b u l e n c e  m o d e l s  u s e d  
a r e  c o m p a r e d  a n d  d i s c u s s e d  i n  c h a p t e r  8 .  
C h a p t e r  3  
S y m b o l i c  A n a l y s i s  o f  P D E s  
T h e  m a t e r i a l  i n  t h i s  c h a p t e r  h a s  b e e n  d e r i v e d  t o  e n a b l e  t h e  u s e  o f  s i n g l e - s w e e p  
a l g o r i t h m s  w i t h  r e d u c e d  f o r m s  o f  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  t o  b e  c o n s i d e r e d  o n  
a  m a t h e m a t i c a l  b a s i s .  T o  d o  t h i s  a  s y m b o l i c  a n a l y i s i s  f o r  d e t e r m i n i n g  w h e n  p a r t i a l  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  a r e  w e l l - p o s e d  a s  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m s  i s  d e v e l o p e d .  " V e  u s e  
t h e  r e s u l t s  o f  t h e  a n a l y s i s  a p p l i e d  t o  t h e  f u l l  a n d  r e d u c e d  f o r m s  o f  t h e  N  a v i e r - S t o k e s  
t o  s u p p o r t  o u r  h y p o t h e s i s  t h a t  t h e  r e a s o n  t h e  r e d u c e d  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  
( e q u a t i o n  s e t  C ,  e q u a t i o n s  ( 3 . 4 4 )  t o  ( 3 . 4 6 )  i n  S e c t i o n  3 . 5 )  m a y  b e  s o l v e d  u s i n g  a  
s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m ,  w i t h  n o  a s s o c i a t e d  m i n i m u m  m a r c h i n g  s t e p - s i z e  s t a b i l i t y  
r e s t r i c t i o n ,  i s  t h a t  t h e  s e t  i s  w e l l - p o s e d  a s  a n  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m .  S i m i l a r l y  w e  
s u g g e s t  t h a t  t h e  o c c u r e n c e  o f  t h i s  m i n i m u m  m a r c h i n g  s t e p - s i z e  s t a b i l i t y  r e s t r i c t i o n  
w h e n  t h e  f u l l  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  a r e  s o l v e d  u s i n g  a  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m ,  i s  
b e c a u s e  t h e y  a r e  i l l - p o s e d  a s  a n  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m .  
F o r  t h i s  r e a s o n  h a v i n g  d e v e l o p e d  t h e  s y m b o l i c  a n a l y s i s ,  a n d  g i v e n  e x a m p l e s  o f  
r e s u l t s  u s i n g  i t  w i t h  s c a l a r  l i n e a r  e q u a t i o n s ,  w e  a n a l y s e  t h e  f o r m s  o f  t h e  N a v i e r -
S t o k e s  e q u a t i o n s  c u r r e n t l y  b e i n g  u s e d  i n  t h e  f i e l d  o f  c o m p u t a t i o n a l  f l u i d  d y n a m i c s .  
T h i s  i s  d o n e  i n  S e c t i o n  3 . 5 ,  w h i c h  i s  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  s e c t i o n  i n  t h i s  c h a p t e r ,  
t h e  r e s t  c a n  e a s i l y  b e  s k i p p e d  o n  a  f i r s t  r e a d i n g ,  t h e  r e s u l t s  o f  S e c t i o n  3 . 5  a r e  
s u m m a r i z e d  i n  t a b l e  3 . 1 .  
3 6  
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T a b l e  3 . 1 :  C h a r a c t e r  o f  t h e  N a v i e r - S t o k e s  E q u a t i o n s  
I  E q u a t i o n  S e t  
I  D e s c r i p t i o n  I  C h a r a c t e r  
F u l l  E q u a t i o n s  S e t  A  S e c t i o n  3 . 5  I l l - p o s e d  a s  i n i t i a l  
v a l u e  p r o b l e m  
P a r t i a l l y  R e d u c e d  
S e t  B  S e c t i o n  3 . 5  I l l - p o s e d  a s  i n i t i a l  
E q u a t i o n s  
' x x  t e r m s  r e m o v e d  
v a l u e  p r o b l e m  
R e d u c e d  E q u a t i o n s  S e t  C  S e c t i o n  3 . 5  W e l l - p o s e d  a s  i n i t i a l  
' x x  t e r m s  d r o p p e d  
v a l u e  p r o b l e m  i n  
C r o s s - s t r e a m  V e l o c i t y  x  d i r e c t i o n  
t e r m s  i n  c r o s s  s t r e a m  
m o m e n t u m  e q u a t i o n  d e l e t e d  
3 . 1  I n t r o d u c t i o n  
T r a d i t i o n a l l y  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  ( P D E s )  a r e  c l a s s i f i e d  [ 6 3 ]  b y  a  d e t e r -
m i n a t i o n  o f  t h e  e x i s t e n c e  o f  s u r f a c e s  ( d i r e c t i o n s  i n  t w o  d i m e n s i o n s )  f o r  w h i c h  t h e  
C a u c h y  p r o b l e m  i s  n o t  w e l l - p o s e d .  F o r  s c a l a r  s e c o n d  o r d e r  P D E s  t h e  n a t u r e  o f  
t h e  c o r r e s p o n d i n g  c h a r a c t e r i s t i c  p o l y n o m i a l  p r o v i d e s  p r e c i s e  d e f i n i t i o n  o f  e l l i p t i c ,  
p a r a b o l i c  a n d  h y p e r b o l i c  P D E s .  
F o r  s y s t e m s  o f  e q u a t i o n s ,  s u c h  a s  g o v e r n  c o m p r e s s i b l e ,  v i s c o u s  f l o w  [ 6 4 ] ,  a  c h a r -
a c t e r i s t i c  a n a l y s i s  i s  o f t e n  l e s s  u s e f u l .  F i r s t  t h e  d i r e c t  e x t r a c t i o n  o f  t h e  c h a r a c t e r -
i s t i c  f o r m  m a y  l e a d  t o  a  s i n g u l a r  m a t r i x .  S e c o n d  w h e r e  t h i s  d e g e n e r a t e  b e h a v i o u r  
c a n  b e  a v o i d e d  t h e  r o o t s  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  p o l y n o m i a l  m a y  w e l l  n o t  c o r r e s p o n d  
t o  t h e  t r a d i t i o n a l  c a t e g o r i e s .  I n s t e a d  a  m i x t u r e  o f  r e a l  a n d  c o m p l e x  r o o t s  w i l l  i m p l y  
t h a t  t h e  s y s t e m  o f  P D E s  i s  o f  " m i x e d "  t y p e .  
T h i s  i s  a  p a r t i c u l a r  p r o b l e m  f o r  r e d u c e d  f o r m s  o f  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  
w h i c h  a r e  d e v e l o p e d  w i t h  t h e  i n t e n t i o n  o f  o b t a i n i n g  a  w e l l - p o s e d  i n i t i a l - v a l u e  p r o b -
l e m  i n  s p a c e  [ 1 1 ]  [ 3 8 ]  .  W h e n  t h i s  i s  a c h i e v e d  a  v e r y  e c o n o m i c a l  c o m p u t a t i o n a l  
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a l g o r i t h m  c a n  b e  c o n s t r u c t e d  t o  p r o v i d e  t h e  s o l u t i o n  i n  a  s i n g l e  s p a t i a l  m a r c h  i n  
t h e  d o m i n a n t  f l o w  d i r e c t i o n .  
W h a t  i s  r e q u i r e d  i s  a n  a  p r i o r i  a n a l y s i s  w h i c h  w i l l  i d e n t i f y  s y s t e m s  o f  P D E s  w h i c h  
a d m i t  w e l l - p o s e d  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m s  i n  a  p a r t i c u l a r  s p a t i a l  d i r e c t i o n .  T h e  a n a l -
y s i s  s h o u l d  a l s o  c l e a r l y  i d e n t i f y  s u c h  t i m e - l i k e  s p a t i a l  d i r e c t i o n s .  T h e  t r a d i t i o n a l  
c h a r a c t e r i s t i c  a n a l y s i s ,  w h e n  a p p l i e d  t o  s y s t e m s  o f  e q u a t i o n s  o f  t h e  c o m p l e x i t y  o f  
t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s ,  i s  i n a d e q u a t e  f o r  t h e s e  p u r p o s e s .  H o w e v e r  b y  t a k i n g  
t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  a n d  e x a m i n i n g  t h e  b e h a v i o u r  o f  
t h e  s y m b o l ,  s u c h  a n  a - p r i o r i  a n a l y s i s  i s  i n d e e d  a v a i l a b l e .  I t  i s  s u g g e s t e d  t h a t  b y  
c o n s i d e r i n g  n o n - l i n e a r  e q u a t i o n s  l o c a l l y ,  e f f e c t i v e l y  f r e e z i n g  t h e  n o n - l i n e a r  c o e f f i -
c i e n t s  a n d  t h e r e b y  e n a b l i n g  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  t o  b e  o b t a i n e d ,  t h e  b e h a v i o u r  o f  
s i n g u l a r i t i e s  o f  t h e  r e s u l t i n g  s y m b o l  a l l o w  t h e  e x i s t e n c e  o f  i n i t i a l  v a l u e  s o l u t i o n s  o f  
t h e  n o n - l i n e a r  e q u a t i o n s  t o  b e  i n f e r r e d ,  g i v e n  a p p r o p r i a t e  b o u n d s  o n  t h e  n o n - l i n e a r  .  
c o e f f i c i e n t s .  
I n  S e c t i o n  3 . 2  i t  w i l l  b e  s h o w n  t h a t  f o r  s c a l a r  s e c o n d  o r d e r  P D E s  t h e  p r i n c i p a l  
s y m b o l  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  p o l y n o m i a l  a n d  i t s  r o o t s  c a n  b e  u s e d  t o  
p r o v i d e  t h e  t r a d i t i o n a l  P D E  c l a s s i f i c a t i o n .  H o w e v e r  e x a m i n a t i o n  o f  t h e  r o o t s  o f  
t h e  c o m p l e t e  s y m b o l  p e r m i t s  t h e  e s t a b l i s h m e n t  o f  t h e  c o n d i t i o n s  u n d e r  w h i c h  t h e  
P D E  a n d  a u x i l a r y  d a t a  p r o v i d e  a  w e l l - p o s e d  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m .  T h i s  w i l l  b e  
d e m o n s t r a t e d  i n  S e c t i o n  3 . 3 .  
I n  S e c t i o n  3 . 4  t h e  s y m b o l i c  a n a l y s i s  w i l l  b e  e x t e n d e d  t o  h i g h e r  o r d e r  s y s t e m s  o f  
e q u a t i o n s ,  f o r  w h i c h  t h e  t r a d i t i o n a l  c h a r a c t e r i s t i c  a n a l y s i s  i s  l e s s  u s e f u l .  I n  S e c t i o n  
3 . 5  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  s y m b o l  o f  v a r i o u s  r e d u c e d  f o r m s  o f  t h e  N a v i e r - S t o k e s  
e q u a t i o n s  w i l l  b e  c o n s i d e r e d  t o  i l l u s t r a t e  h o w  t h e  a n a l y s i s  i s  u s e d  i n  p r a c t i c e  t o  
d e t e r m i n e  w h e t h e r  s t a b l e  c o m p u t a t i o n a l  s o l u t i o n s  c a n  b e  o b t a i n e d  i n  a  s i n g l e  s p a t i a l  
m a r c h .  
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3 . 2  C l a s s i f i c a t i o n  o f  S c a l a r  S e c o n d  O r d e r  P D E s  
P a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  m a y  b e  c l a s s i f i e d  a s  b e i n g  o f  e l l i p t i c ,  p a r a b o l i c  o r  h y -
p e r b o l i c  t y p e .  F r o m  t h e  c u r r e n t  p o i n t  o f  v i e w  s u c h  a  c l a s s i f i c a t i o n  i s  o f  i n t e r e s t  
b e c a u s e  i t  s e p a r a t e s  e l l i p t i c  e q u a t i o n s ,  t h a t  a r e  w e l l - p o s e d  a s  b o u n d a r y - v a l u e  p r o b -
l e m s ,  f r o m  h y p e r b o l i c  a n d  p a r a b o l i c  e q u a t i o n s ,  t h a t  a r e  w e l l - p o s e d  a s  i n i t i a l  v a l u e  
p r o b l e m s .  B o u n d a r y - v a l u e  p r o b l e m s  m u s t  b e  s o l v e d  n u m e r i c a l l y  u s i n g  a n  i t e r a t i v e  
p r o c e s s ,  w h e r e a s  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m s  m a y  b e  s o l v e d  u s i n g  a  s i n g l e  m a r c h  a l g o -
r i t h m ,  i n  t h e  t i m e - l i k e  d i r e c t i o n .  
H o w e v e r  s u c h  a  c l a s s i f i c a t i o n  i s  c o m p l e t e  o n l y  f o r  s e c o n d  o r d e r  e q u a t i o n s ,  o r  
e q u i v a l e n t  s y s t e m s ,  a s  w i l l  b e  d e m o n s t r a t e d  l a t e r ; f o r  h i g h e r - o r d e r  s y s t e m s  i t  i s  
n o t  c o m p l e t e .  I n  f a c t  d e t e r m i n i n g  w h e t h e r  s u c h  a  g e n e r a l  s y s t e m  i s  h y p e r b o l i c  
o r  p a r a b o l i c  c a n  b e  d i f f i c u l t .  
I n  t h i s  s e c t i o n  a  m e t h o d  o f  c l a s s i f y i n g  s e c o n d  o r d e r  e q u a t i o n s  w i l l  b e  e s t a b l i s h e d ,  
a n d  t h e  e x t e n s i o n  t o  h i g h e r - o r d e r  s y s t e m s  w i l l  b e  g i v e n  i n  S e c t i o n  3 . 3 .  O u r  p r i m a r y  
i n t e r e s t  w i l l  b e  i n  d e v e l o p i n g  a  m e t h o d  u s i n g  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  t h a t  a l l o w s  u s  t o  
d e t e r m i n e  i f  a  s y s t e m  i s  w e l l  p o s e d  a s  a n  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m .  
T h e  g e n e r a l  s e c o n d  o r d e r  e q u a t i o n  i n  t w o  i n d e p e n d a n t  v a r i a b l e s  ( x ,  y )  a n d  o n e  
d e p e n d a n t  v a r i a b l e  u ( x , y )  m a y  b e  w r i t t e n  a s ,  
A u
x x  
+  B u
x y  
+  C U
y y  
+  D u x  +  E u
y  
+  F u  +  G ( x ,  y )  =  O .  
( 3 . 1 )  
I f  t h e  a b o v e  e q u a t i o n  i s  n o n - l i n e a r  t h e n  w e  l i n e a r i z e  i t  b y  f r e e z i n g  t h e  v a l u e s  o f  t h e  
c o - e f f i c i e n t s  a t  t h e i r  l o c a l  v a l u e s ,  t h u s  w e  m a y  c o n s i d e r  t h e m  t o  b e  c o n s t a n t s .  T o  
e x t e n d  a n y  l o c a l  r e s u l t s  o b t a i n e d  i n  t h i s  m a n n e r  t o  g l o b a l  r e s u l t s  w e  m u s t  b e  a b l e  
t o  i m p o s e  g l o b a l  c o n s t r a i n t s  o n  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s .  
I t  i s  w e l l  k n o w n  t h a t  i f  t h e  d i s c r i m i n a n t ,  B 2  - 4 A C  ,  i s  l e s s  t h a n  z e r o  s u c h  
a n  e q u a t i o n  i s  e l l i p t i c ,  i f  e q u a l  t o  z e r o  i t  i s  p a r a b o l i c ,  i f  g r e a t e r  t h a n  z e r o  i t  i s  
h y p e r b o l i c .  T h u s  t h e  c l a s s i f i c a t i o n  d e p e n d s  o n l y  o n  t h e  h i g h e s t - o r d e r  d e r i v a t i v e s ,  
t h e  p r i n c i p a l  t e r m s ,  a n d  i s  i n d e p e n d a n t  o f  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  [ 6 3 ] .  
N o w  s u p p o s i n g  w e  w i s h  t o  s e e  w h e t h e r  a  s o l u t i o n  e x i s t s  f o r  e q .  ( 3 . 1 )  i n  t h e  
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d o m a i n ,  0  2 :  > .  ~ L  ,  - 0 0  2 :  ' I  ~ 0 0  ,  w i t h  i n i t i a l  d a t a  p r e s c r i b e d  o n  > .  =  0  ,  w h e r e  
> .  a n d  ' I  a r e  l i n e a r l y  i n d e p e n d a n t  f u n c t i o n s  o f  x  a n d  y .  F i r s t l y  w e  m u s t  t r a n s f o r m  
e q . ( 3 . 1 )  i n t o  t h e  n e w  c o o r d i n a t e  s y s t e m ,  g i v i n g  
a u u  +  b u > . .  +  e u  . .  +  d u > .  +  e u .  +  f u  +  g ( > . ,  ' 1 / )  =  0  
( 3 . 2 )  
w h e r e  b
2  
- 4 a e  h a s  t h e  s a m e  s i g n  a s  B 2  - 4 A C  [ 6 3 ] .  T h e  i n i t i a l  d a t a  w i l l  b e  o f  t h e  
f o r m  
U A k ( O , r t )  =  h k ( r t )  k = O , r  r < 2  
( 3 . 3 )  
w h e r e  u  A k  i s  t h e  k t h  d e r i v a t i v e  o f  u  i n  t h e > .  d i r e c t i o n .  T h e  t r a n s f o r m a t i o n  i s  n e c e s -
s a r y  t o  i d e n t i f y  i n c r e a s i n g > .  w i t h  a  t i m e - l i k e  d i r e c t i o n .  T h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  s u c h  
a  t i m e - l i k e  d i r e c t i o n  m a y  i m p o s e  s o m e  r e s t r i c t i o n  o n  t h e  c o e f f i c i e n t s  A  t o  F .  
T o  d e t e r m i n e  i f  s o l u t i o n s  e x i s t  f o r  e q u a t i o n s  s u c h  a s  e q . ( 3 . 2 )  ,  w e  n e e d  o n l y  
c o n s i d e r  e q u a t i o n s  o f  t h e  f o r m ,  [ 6 6 ) .  
a U > ' A  +  b u A•  +  e u " .  +  d u > .  +  e u .  +  f u  =  0  ( 3 . 4 )  
w i  t h  i n i  t i a l  d a t a ,  
U A k ( O , r t )  = 0  k = O , r - l  
U > . k ( O , ' I / ) = p ( r t )  k = r  r < 2  
( 3 . 5 )  
A l l  p r o o f s  g i v e n  i n  t h i s  s e c t i o n  w i l l  b e  f o r  t h e  a b o v e  s e c o n d  o r d e r  e q u a t i o n  
i n  t w o  i n d e p e n d a n t  v a r i a b l e s .  H o w e v e r  t h e  e x t e n s i o n  t o  m t h  o r d e r  e q u a t i o n s  i n  n  
i n d e p e n d a n t  v a r i a b l e s  w i l l  b e  i n d i c a t e d  i n  S e c t i o n  3 . 4 .  
W e  w i l l  r e l a t e  t h e  e x i s t e n c e  o f  s o l u t i o n s  t o  t h e  r o o t s  o f  t h e  s y m b o l  o f  t h e  e q u a -
t i o n ,  d e n o t e d  0 "  ,  w h i c h  w e  d e f i n e  i n  t h e  f o l l o w i n g  w a y .  W e  a s s o c i a t e  w i t h  u (  > . ,  ' I  ) 6 C &  
i t ' s  F o u r i e r  t r a n s f o r m  u ( A ,  r ) 6 C & ( A ,  r ) ,  w h e r e  w e  u s e  C &  t o  d e n o t e  t h e  s e t  o f  s  t i m e s  
c o n t i n u o u s l y  d i f f e r e n t i a b l e  f u n c t i o n s  w i t h  c o m p a c t  s u p p o r t .  T h e  r e c i p r o c a l  f o r m u l a  
a l l o w s  u s  t o  w r i t e  u  i n  t e r m s  o f  i t ,  a s  
u ( > . ,  ' I )  =  ( 2 7 r ) - 1  J  e i ( > . A + · r ) u ( A ,  r )  d A  d r ,  
C H A P T E R  3 .  S Y M B O L I C  A N A L Y S I S  O F  P D E S  
4 1  
w h e r e  t h e  a b o v e  i n t e g r a l  w i l l  c o n v e r g e  a b s o l u t e l y  f o r  A  a n d  r t : R ,  t h e  s p a c e  o f  r e a l  
n u m b e r s ,  i f  s  ~ n  +  1  [ 6 5 ] .  W h e n  s u b s t i t u t e d  i n t o  e q . ( 3 . 4 )  t h e  r e s u l t  i s  
( 2 7 f t l  J  e i ( A A + , r ) (  - a A
2  
- b A r  - c I ' 2  +  d i A  +  e i r  +  f ) i l ( A ,  1 ' )  d A  d r  =  0 ,  
a n d  t h e  s y m b o l  o f  e q . ( 3 . 4 ) ,  O " ( A , 1 ' ) ,  i s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  k e r n e l  o f  t h e  a b o v e  e x -
p r e s s i o n ,  i . e .  
0 "  =  - a A  
2  
- b A r  - c I ' 2  +  d i A  +  e i r  +  f .  
( 3 . 6 )  
T h e  r o o t s  o f  0 "  =  0  a r e  o b t a i n e d  f r o m  e q . ( 3 . 6 )  a s ,  
( i )  a  ~ 0  
( - b I '  +  i d )  . : ! : .  ( b 2 r
2  
- 2 i b I ' d  - d
2  
- 4 a c I ' 2  +  4 i a e r  +  4 a f ) l / 2  ( )  
A  =  2 a  '  3 . 7  
( i i ) a = O  
A  =  _ c I ' _ 2 _ - . , . . - i e _ r _ - . . . , . . . : : . . f  
- b I ' + i d  .  
( 3 . S )  
T h e  p r i n c i p a l  s y m b o l ,  O " p ,  o f  e q . ( 3 . 4 )  i s  o b t a i n e d  w h e n  a l l  b u t  t h e  h i g h e s t - o r d e r  
t e r m s  a r e  d r o p p e d  f r o m  e q . ( 3 . 6 ) ,  t h u s  
O " p  =  - a A
2  
- b A r  - c r 2 .  
T h e  r o o t s  o f  0 "  p  =  0  a r e ,  
( i )  a  ~ 0  
A  =  I '  (b~W_;:C)l/') 
( i i ) a = O  
A  =  l '  ' : b '  
a n d  i t  i s  s e e n  h o w  t h e  c l a s s i f i c a t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n  t y p e  c a r r i e s  o v e r  t o  O " p  h a v i n g  
t w o  r e a l ,  o n e  r e a l  o r  c o m p l e x  c o n j u g a t e  w i t h  n o n - z e r o  i m a g i n a r y  r o o t s .  
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3 . 3  C o n d i t i o n s  f o r  W e l l - P o s e d  I n i t i a l  V a l u e  P r o b -
l e m  
W e  n o w  m a k e  u s e  o f  t h e  f u l l  s y m b o l ,  e q . ( 3 . 6 ) ,  t o  e s t a b l i s h  t h e  c o n d i t i o n s  f o r  e q . ( 3 . 4 )  
t o  l e a d  t o  a  w e l l - p o s e d  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m .  H o w e v e r  a s  a n  i n t e r m e d i a t e  s t e p  i t  i s  
c o n v e n i e n t  t o  i n t r o d u c e  t h e  o p e r a t o r ,  0 - '  ,  w h i c h  i s  o b t a i n e d  b y  t a k i n g  t h e  F o u r i e r  
t r a n s f o r m  o f  U  i n  t h e  T /  d i r e c t i o n  o n l y .  T h u s  
u ( A , T / f =  ( 2 7 r ) - 1 / 2  J  e ; , I ' u ( A , f )  d f  
a n d  e q . ( 3 . 4 )  i s  t r a n s f o r m e d  t o  
O " U ( A ,  r )  =  a U > . > . ( A ,  r )  +  b i f u > . ( A ,  r )  - c f
2
u ( A ,  f )  
+ d U > . ( A ,  f )  +  e i f u ( A ,  f )  +  f U ( A ,  f )  =  o .  
W e  w i l l  p r o v e  t h a t  f o r  e q . ( 3 . 4 )  w i t h  a p p r o p r i a t e  i n i t i a l  d a t a  o n  A  =  0  a  u n i q u e  
s o l u t i o n  w i l l  e x i s t  i n  t h e  d o m a i n  0  ~ A  : : : ;  L  <  0 0 ,  - 0 0  <  f  <  0 0 ,  p r o v i d e d ,  
( l ) T h e  r o o t s  A  o f  0 ' ( 1 1 . ,  r )  =  0  a r e  b o u n d e d  b e l o w  i n  t h e  c o m p l e x  p l a n e .  
( 2 ) T h e  i n i t i a l  d a t a  i s  s u f f i c i e n t l y  s m o o t h .  
B y  a  s o l u t i o n  w e  m e a n  a  f u n c t i o n  U ( A , T / )  w h i c h  s a t i s f i e s  e q .  ( 3 . 4 )  a n d  t h e  i n i t i a l  
d a t a ,  w h i c h  i s  a t  l e a s t  t w i c e  d i f f e r e n t  a b l e  a n d  w h i c h  i s  c o n t i n u o u s l y  d e p e n d a n t  o n  
t h e  i n i t i a l  d a t a .  I f  t h i s  i s  t h e  c a s e  t h e n  w e  s a y  t h a t  e q .  ( 3 . 4 )  w i t h  t h e  a p p r o p r i a t e  
i n i t i a l  d a t a  i s  w e l l - p o s e d  i n  t h e  g i v e n  d o m a i n .  
P r o o f  
C o n s i d e r  U ( A ,  T / )  w r i t t e n  i n  t e r m s  o f  i t ' s  F o u r i e r  t r a n s f o r m  t a k e n  i n  t h e  T /  d i r e c t i o n  
o n l y ,  u ( A , f ) .  I f u ( A , T / )  i s  a  s o l u t i o n  o f e q . ( 3 . 4 ) ,  t h e n  w e  r e q u i r e  t h a t  u ( A , f )  b e  a  
s o l u t i o n  o f ,  
o - > ' U (  A ,  f )  =  0  
w i t h  i n i t i a l  d a t a ,  
u v ( O , f ) = O  k = O , r - l  r < 2 .  
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U , \ k ( O ,  r )  =  p e r )  k  =  r .  
T h i s  w i l l  l e a d  t o  t h e  f o r m a l  s o l u t i o n  o f  e q . ( 3 . 4 )  ,  
U ( A , 1 ) )  =  ( 2 7 r t 1 / 2 1  e i " r Q ( A , r ) p ( r )  d I ' ,  
( 3 . 9 )  
w h e r e  Q ,  a s  a  f u n c t i o n  o f  A ,  d e n o t e s  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q . ,  
( J " , \ Q ( A ,  r )  =  0 ,  
( 3 . 1 0 )  
w i t h  i n i t i a l  d a t a ,  
Q , \ k ( O , r )  =  0  k  =  O , r  - 1 ,  r  <  2 .  
( 3 . 1 1 )  
Q , \ k ( O , r )  =  1  k  =  r  
I f  a  " I  0  t h e n  e q . ( 3 . 1 0 )  i s  a  s e c o n d  o r d e r  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  a n d  t h e  
s t a n d a r d  t h e o r e m s  [ 6 6 ]  i n d i c a t e  t h a t  Q  w i l l  e x i s t  f o r  i n i t i a l  d a t a  w i t h  r  =  1 .  I f  
a  =  0  t h e n  e q . ( 3 . 1 0 )  i s  a  f i r s t  o r d e r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  a n d  Q  w i l l  e x i s t  f o r  i n i t i a l  
d a t a  w i t h  r  =  O .  
T o  e s t a b l i s h  b o u n d s  f o r  t h e  b e h a v i o u r  o f  U ( A ,  1 ) ) ,  a s  r e p r e s e n t e d  b y  e q . ( 3 . 9 ) ,  w e  
m u s t  d e t e r m i n e  t h e  b e h a v i o u r  o f  Q  a n d  i t s  A  d e r i v a t i v e s .  T o  d o  t h i s  w e  r e p r e s e n t  
Q  b y  a  C a u c h y  i n t e g r a l  
1  
e i , \ z  
Q ( A ,  r )  =  ( 2 7 r ) - 1  e  ~(. 1 ' 1  d z ,  ( 3 . 1 2 )  
w h e r e  t h e  c l o s e d  p a t h  o f  i n t e g r a t i o n  C  r u n s  a r o u n d  e a c h  r o o t  z  o f  ( J " ( z ,  r )  o n c e  i n  
t h e  c l o c k w i s e  d i r e c t i o n .  W e  t h e n  o b t a i n ,  u s i n g  t h e  s t a n d a r d  t h e o r e m s  f o r  C a u c h y  
i n t e g r a l s  [ 6 7 ] .  
1  
e i , \ z  
( J " , \ Q ( A , r )  =  ( 2 7 r ) - 1  e ( J " ( z , r ) .  d z  
=  ( 2 7 r  t l  l e  e i , \ z  d z  =  0 ,  
a n d  t h e r e f o r e  Q ( A ,  r ) ,  g i v e n  b y  e q . ( 3 . 1 2 ) ,  s a t i s f i e s  e q . ( 3 . 1 0 ) .  
( 3 . 1 3 )  
C H A P T E R  3 .  S Y M B O L I C  A N A L Y S I S  O F  P D E S  
F o r  , \  =  0  w e  o b t a i n  f r o m  e q . ( 3 . 1 2 ) ,  
r  i k z
k  
Q ) , . ( O , r )  =  ( 2 7 l ' ) - 1  l e  '  ~, d z ,  
w h e r e  Q ) , . ( > . ,  r )  i s  t h e  k t h  d e r i v a t i v e  o f  Q  i n  t h e > .  d i r e c t i o n .  
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( 3 . 1 4 )  
N o w  f o r  a  t  0  0 ' (  Z ,  r )  w i l l  b e  a  p o l y n o m i a l  q u a d r a t i c  i n  z .  I f  w e  a l l o w  C  t o  
g r o w  t o  i n f i n i t y  t h e n  b y  t h e  p r o p e r t i e s  o f  C a u c h y  i n t e g r a l s  [ 6 7 ]  Q ) ' , ( ' \ ,  r )  w i l l  b e  
e q u a l  t o  1  f o r  k  =  1  a n d  0  f o r  k  =  O .  I f  a  =  0  t h e n  0 '  w i l l  b e  a  p o l y n o m i a l  l i n e a r  i n  
z .  A l l o w i n g  C  t o  a p p r o a c h  i n f i n i t y  a g a i n  w e  o b t a i n  t h a t  Q > . k  ( ' \ ,  r )  i s  1 ,  f o r  k  =  1 .  
T h u s  Q  s a t i s f i e s  t h e  a p p r o p r i a t e  i n i t i a l  d a t a ,  e q . ( 3 . 1 1 ) .  
W e  d e n o t e  b y  Z k  t h e  k t h  z e r o  o f  O ' ( z ,  r )  a n d  t a k e  f o r  e a c h  k  =  1 ,  r  +  1  t h e  o p e n  
d i s k  o f  r a d i u s  1  a n d  c e n t r e  Z k  i n  t h e  c o m p l e x  Z  p l a n e .  W e  d e n o t e  b y  ! 1  t h e  u n i o n  
o f  t h e s e  d i s k s ,  a n d  t a k e  f o r  C ,  t h e  p a t h  o f  i n t e g r a t i o n ,  t h e  b o u n d a r y  o f ! 1 .  T h e n  
C  h a s  t o t a l  l e n g t h  2 ( r  +  1 ) 7 l ' ,  r  +  1  i s  t h e  n u m b e r  o f  z e r o ' s ,  a n d  e a c h  o f  t h e  p o i n t s  Z  
i n  C  h a s  d i s t a n c e  g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  u n i t y  f r o m  e a c h  o f  t h e  Z k .  T h e n  s i n c e ,  
O ' ( Z ,  Z k )  =  ( z  - Z l ) ( Z  - Z 2 )  . . . . . .  
w e  s e e  t h a t  f o r  Z  o n  C ,  w e  h a v e  t h e  b o u n d  1 0 0 ( z ,  z k ) 1  : : : :  1 .  W e  n o w  w i s h  t o  e s t a b l i s h  
b o u n d s  o n  t h e  b e h a v i o u r  o f  Z k ,  w h i c h  w e  d o  i n  t h e  f o l l o w i n g  w a y .  U s i n g  
- a z z  - b z k r  - c r 2  +  i d z
k  
+  i e r  +  f  =  0 ,  
w e  o b t a i n  
2  - (  - b z k r  - c r
2  
+  i d z
k  
+  i e r  +  f )  
Z k  =  
- a  
g i v i n g  t h e  b o u n d ,  w i t h  M  a  c o n s t a n t ,  
I Z k l 2  : : : ;  M [ ( l  +  I r l ) 2  +  ( 1  +  I r l ) l z k i J ,  
w h i c h  m a y  b e  g e n e r a l i z e d  t o  t h e  b o u n d  f o r  t h e  m t h  o r d e r  p o l y n o m i a l  a s ,  
I Z k l m  : : : ;  M I ; j = l ( l  +  I r l ) i l z k l m - i  
( 3 . 1 5 )  
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w h i c h  m a y  b e  r e w r i t t e n  a s  
I Z k l  : : ;  ( 2  +  M m ) ( l  +  I r l ) ,  
( 3 . 1 6 )  
o r  i n  t h e  c a s e  m  =  2  
I Z k l  : : ;  ( 2  +  M 2 ) ( 1  +  I f I ) .  
( 3 . 1 7 )  
N o w  s u p p o s e  w e  i n t r o d u c e  a  l o w e r  b o u n d  f o r  Z k  i n  t h e  c o m p l e x  p l a n e ,  s u c h  t h a t  
i m  Z k  ~ - k  g i v i n g  i m  Z  >  - k  - 1 .  · W i t h  n o  c o n s t r a i n t s  o n  t h e  v a l u e s  t h a t  k  m a y  
t a k e  w e  o b t a i n ,  
T h u s  u s i n g  e q . ( 3 . 1 2 ) ,  
l e ; z ' \ l  : : ;  e ( l + k ) . \ .  
I Q A k ( > . , r ) 1  =  1 ( 2 7 r t 1  J  ( i z ) k e ; Z A  d z l  
c r ( z , r )  
: : ;  2 ( 2  +  2 M ) k ( 1  +  I r l ) k e ( l + k ) . l . .  
( 3 . 1 8 )  
( 3 . 1 9 )  
W e  u s e  a  s t a n d a r d  t h e o r e m  o f  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  [ 6 5 ] ,  t h a t  i f  p(>','7)cC~(>','7) 
t h e n  p ( > . ,  r ) ,  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  p  i n  t h e  ' 7  d i r e c t i o n ,  i s  o f  c l a s s  C
o
( > ' ,  r )  ,  
p r o v i d e d  s  ~ n  +  1 .  T h e n  w e  g e t  t h e  b o u n d ,  
Q ) . k ( > . ,  r ) r " ' p ( > . ,  r )  : : ;  N ,  2 ( 2  +  2 M ) k ( 1  +  I r l ) k e ( l + k ) A  
( 1  +  I r ! ) '  '  
( 3 . 2 0 )  
a + k : : ; m  
w h e r e  N .  i s  a  c o n s t a n t  d e p e n d i n g  o n  s .  T h i s  i m m e d i a t e l y  g i v e s  
( 1  +  I f l t + l Q ) . k ( > . ,  r ) r " ' p ( > . ,  r )  : : ;  m ( 2  +  M m ) N . ( l  +  I r ! ) n + m + l - ' e ( l + k ) A .  ( 3 . 2 1 )  
T h u s  p r o v i d e d  t h a t  s  >  m  +  n  +  1  a n d  k  i s  a  c o n s t a n t  l e s s  t h a n  i n f i n i t y  t h e  
i n t e g r a l  i n  e q . ( 3 . 9 )  e x i s t s ,  a n d  u ( > . ,  ' 7 )  i s  o f  c l a s s  C a  a n d  i s  u n i q u e ,  a n d  t h e r e f o r e  
e q . ( 3 . 4 )  w i t h  a p p r o p r i a t e  i n i t i a l  d a t a  i s  w e l l - p o s e d .  
T h e  s a m e  p r o o f  m a y  b e  u s e d  t o  s h o w  t h a t  i f  k  i s  a l l o w e d  t o  a p p r o a c h  0 0 ,  t h a t  
i s  A  i s  n o t  b o u n d e d  b e l o w  i n  t h e  c o m p l e x  p l a n e ,  t h e n  a  s o l u t i o n  d o e s  n o t  e x i s t ,  a n d  
C H A P T E R  3 .  S Y M B O L I C  A N A L Y S I S  O F  P D E S  
4 6  
e q . ( 3 . 4 )  i s  n o t  w e l l - p o s e d .  T o  d o  t h i s  a l l  t h e  u p p e r  b o u n d s  a r e  r e p l a c e d  b y  l o w e r  
b o u n d s ,  a n d  w e  o b t a i n ,  
Q , . ( > . . ,  r ) r " p ( , x ,  r )  2 :  M * e ( k - 1 ) ,  
( 3 . 2 2 )  
v V e  n o w  a n a l y z e  t h e  b e h a v i o u r  o f  e q . ( 3 . 4 )  w i t h  a p p r o p r i a t e  i n i t i a l  d a t a ,  f o r  
v a l u e s  o f  a ,  b ,  c  c o r r e s p o n d i n g  t o  e l l i p t i c ,  p a r a b o l i c  a n d  h y p e r b o l i c  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s .  F o r  a  w e l l - p o s e d  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m  w e  r e q u i r e  s o l u t i o n s  o f  e q s . ( 3 . 7 )  
o r  ( 3 . 9 )  t o  s a t i s f y  i m  A  2 :  - k .  
3 . 3 . 1  E l l i p t i c  t y p e ,  b
2  
- 4 a c  <  0  
I n  t h i s  c a s e  w e  k n o w  t h a t  a  i s  n o n z e r o ,  a s  o t h e r w i s e  b
2  
- 4 a c  w o u l d  b e  p o s i t i v e .  
H e n c e  w e  n e e d  o n l y  c o n s i d e r  e q . ( 3 . 7 ) .  I n s p e c t i o n  o f  e q . ( 3 . 7 )  s h o w s  t h a t  u n b o u n d e d  
b e h a v i o u r  o f  i m  A  w i l l  b e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  d i s c r i m i n a n t .  
6  =  ( r 2 ( b
2  
- 4 a c )  - d
2  
+  4 a f  +  i r e  - 2 b d  +  4 a e ) )  
w h i c h  m a y  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  
6  =  a r
2  
+  ,  +  i ( , e r )  
w h e r e  a  <  O .  T o  o b t a i n  t h e  s q u a r e  r o o t  o f  6  w e  e x p r e s s  i t  i n  t h e  f o r m ,  
6  =  ( (  a r
2  
+  , ) 2  +  ( , e r ) 2 ) ' / 2 (  c o s  B  +  i  s i n  B )  
w i t h  
B  a f 2  + ,  
c o s  = " " (  ( ; - a - = r : : : - 2  -+-,-"')2::-+~( , e " ; ; : r = - : ) " " ' 2  ) : 7 1 / ' - " 2  
.  B  , e r  
s m  =  ( (  a f 2  +  , ) 2  +  ( , e r ) 2 ) ' / 2 "  
H e n c e  w e  s e e  t h a t  c o s  B  a n d  s i n  B  a r e  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s  o f  r  a n d  t h a t  a s  r  b e c o m e s  
v e r y  l a r g e  c o s  B  g o e s  t o  - 1 . 0  a n d  s i n  B  g o e s  t o  O .  T h e r e f o r e  B  a p p r o a c h e s  1 r .  B y  D e  
M o i v r e s  t h e o r e m ,  
6
'
/
2  
=  r (  c o s  B  / 2  +  i  s i n  B  / 2 )  
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a n d  
r  =  ( (  a f 2  +  ' d  +  ( , 8 r ) 2 ) 1 / 2 .  
F o r  l a r g e  f  w h e n  e  1 2  g o e s  t o  7 r  1 2  ,  t : "  1 / 2  g o e s  t o  i r
1
/
2  
a n d  A  w i l l  n o t  b e  b o u n d e d  
b e l o w  i n  t h e  c o m p l e x  p l a n e .  T h u s  w e  o b t a i n  t h e  w e l l  k n o w n  r e s u l t  t h a t  e l l i p t i c  
e q u a t i o n s  a r e  n e v e r  w e l l - p o s e d  a s  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m s .  
3 . 3 . 2  P a r a b o l i c  T y p e ,  b
2  
- 4 a c  =  0  
T h e  c o e f f i c i e n t  a  m a y  t a k e  a n y  v a l u e ,  i n c l u d i n g  z e r o .  F i r s t  t h e  c a s e  a  i s  n o t  z e r o  
i s  c o n s i d e r e d .  T h e  d i s c r i m i n a n t  o f  e q . ( 3 .  7 )  b e c o m e s  
t : "  =  ( _ d
2  
+  4 a f  +  i f (  - 2 b d  +  4 a e ) ) .  
A  s i m i l a r  a r g u e m e n t  t o  t h a t  u s e d  a b o v e  s h o w s  t h a t  f o r  l a r g e  f  0  a p p r o a c h e s  e i t h e r  
7 r  1 2  o r  3 7 r  1 2 .  T h u s  o n c e  a g a i n  t : "  1 / 2  i s  i m a g i n a r y ,  a n d  A  i s  n o t  b o u n d e d  b e l o w  i n  
t h e  c o m p l e x  p l a n e .  
o r  
I f  a  i s  z e r o  t h e n  b  i s  z e r o  a n d  A  i s  o b t a i n e d  f r o m  e q . ( 3 . 9 )  a s  
C f 2  - i e f  - f  
A  =  .  ,  
A  =  i  ( C f
2  
- f )  _  e f  
- d  d '  
P r o v i d i n g  d  i s  n o n  z e r o  A  i s  s i n g l e  v a l u e d  a n d  c o n t i n u o u s .  I t  i s  a p p a r e n t  t h a t  
i m  A  f o r  l a r g e  f  i s  p o s i t i v e  p r o v i d e d  t h a t  c i d  <  0 ,  a n d  t h e r e f o r e  i s  b o u n d e d  b e l o w .  
I f  a  a n d  b  a r e  z e r o  t h e n  e q . ( 3 . 4 )  i s  i n  t h e  c a n o n i c a l  f o r m  f o r  a  p a r a b o l i c  e q u a t i o n ,  
w i t h  . \  t h e  t i m e - l i k e  d i r e c t i o n ,  t h u s  w e  h a v e  r e c o v e r e d  t h e  w e l l  k n o w n  r e s u l t  t h a t  
i n i t i a l - v a l u e  s o l u t i o n s  e x i s t  f o r  p a r a b o l i c  e q u a t i o n s  e x t e n d e d  i n  t h e  p o s i t i v e  t i m e - l i k e  
d i r e c t i o n .  T h e  s i g n  o f  c i d  d e t e r m i n e s  w h e t h e r  + . \  o r  - . \  i s  t h e  p o s i t i v e  t i m e - l i k e  
d i r e c t i o n .  I f  a  i s  n o t  z e r o  t h e n  . \  i s  n o t  c o i n c i d e n t  w i t h  t h e  t i m e - l i k e  d i r e c t i o n ,  a n d  
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w e  h a v e  s h o w n  t h a t  i t  i s  n o t  t h e n  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  i n i t i a l - v a l u e  s o l u t i o n s .  T h e  
r e a s o n  f o r  t h i s  i s  t h a t  a  p a r a b o l i c  e q u a t i o n  i s  e l l i p t i c  i n  i t ' s  s p a c e - l i k e  c o o r d i n a t e s ,  
a n d  h e n c e  a n y  a t t e m p t  t o  e x t e n d  a n  i n i t i a l - v a l u e  s o l u t i o n  i n  o t h e r  t h a n  a  t i m e - l i k e  
d i r e c t i o n  w i l l  b r i n g  o u t  t h i s  e l l i p t i c  b e h a v i o u r .  
3 . 3 . 3  H y p e r b o l i c  t y p e ,  b
2  
- 4 a c  >  0  
T h e  c o - e f f i c i e n t  a  c a n  t a k e  a n y  v a l u e .  F i r s t  t h e  c a s e  a  i s  n o t  z e r o  i s  c o n s i d e r e d .  
T h e  d i s c r i m i n a n t  o f  e q . ( 3 . 7 )  b e c o m e s  
. 6 .  =  ( f
2
W  - 4 a c )  - d
2  
+  4 a f  +  i f (  - 2 b d  +  4 a e ) ) .  
F o r  l a r g e  e n o u g h  f  t h i s  w i l l  b e  d o m i n a t e d  b y  t h e  f 2  t e r m .  S i n c e  f 2  i s  m u l t i p l i e d  
b y  a  p o s i t i v e  n u m b e r ,  A  w i l l  a p p r o a c h  t h e  p o s i t i v e  r e a l  a x i s  f o r  l a r g e  f  a n d  h e n c e  
i s  b o u n d e d  b e l o w  i n  t h e  c o m p l e x  p l a n e .  I f  a  i s  z e r o  t h e n  w e  o b t a i n ,  
o r  
C f 2  - i e f  - f  
A  =  - b f + i d  
A  =  .  ( d C f
2  
- e b f 2  - f d )  c b f
3  
+  e a r  - f b f  
z  - b
2
f 2  _  d 2  +  - b
2
f 2  _  d
2  
.  
F o r  d  o f  0 ,  A  i s  s i n g l e  v a l u e d  a n d  c o n t i n u o u s  a n d  f o r  l a r g e  f ,  i m  A  g o e s  t o  e b ; , c d .  
T h u s  A  i s  b o u n d e d  b e l o w  i n  t h e  c o m p l e x  p l a n e .  
F o r  d  =  0  A  i s  u n d e f i n e d  f o r  f  =  0 ,  a n d  t h e r e f o r e  Q  i s  n o  l o n g e r  u n i q u e  a s  i t  
i s  i m p o s s i b l e  t o  f i n d  a  p a t h  C  w h i c h  e n c l o s e s  a l l  z e r o s  o f  t h e  f o r m  ( A , O ) .  I n  t h i s  
c a s e  w e  h a v e  s p e c i f i e d  t h e  i n i t i a l  d a t a  o n  a  c h a r a c t e r i s t i c  s u r f a c e ,  s i n c e  w e  h a v e  a s  
s o l u t i o n s  o f  O " p  =  0  t h e  s e t ,  ( A ,  0 )  w h i c h  a r e  d i r e c t i o n  n u m b e r s  o f  t h e  n o r m a l s  t o  t h e  
c h a r a c t e r i s t i c ,  a n d  t h e r e f o r e  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  a r e  t h e  l i n e s  A  =  c o n s t a n t .  F o r  
t h e  c a s e  d  o f  0  t h e  p r o b l e m  i s  w e l l - p o s e d  p r o v i d e d  w e  o n l y  s p e c i f y  i n i t i a l - v a l u e s ,  
i . e . r  =  O .  I f  d  =  0  e v e n  t h e  c a s e  r  =  0  i s  n o t  w e l l - p o s e d .  
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H o w e v e r  i f  w e  r e q u i r e  t h a t  a n y  s o l u t i o n  m u s t  h a v e  c o m p a c t  s u p p o r t  i n  " I ,  t h e n  
s u c h  s o l u t i o n s  w i l l  b e  u n i q u e  a n d  b o u n d e d .  T h e  p r o o f  i s  a s  f o l l o w s .  
T h e  v a r i a b l e  u ( > . ,  " I )  i s  r e p r e s e n t e d  a s  U
o  
+  U
r  
,  w h e r e  
U
o  
=  ( 2 7 l '  ) - 1  (  e i " r  p ( r ) Q (  > . ,  r )  d r  
i s < ! r 1  
( 3 . 2 3 )  
U
r  
=  R ( > ' , " I ) ,  
I n  e q . ( 3 . 2 3 )  Q  i s  r e p r e s e n t e d  a s  
Q ( > . ,  f )  =  ( 2 7 l ' ) - 1  f a  (T[~:~) d z ,  
( 3 . 2 4 )  
w h e r e  C  g o e s  a r o u n d  t h e  r o o t  r  #  0  o f  ( T  =  O .  A s  w e  h a v e  s e e n  Q  w i l l  s a t i s f y  
e q . ( 3 . 1 0 )  a n d  i n i t i a l  d a t a  e q . ( 3 . 1 1 ) .  P r o v i d e d  t h e  i n i t i a l  d a t a  i s  o f  c l a s s  C l { ' + n + l ,  
t h e  i n t e g r a n d  o f  e q . ( 3 . 2 3 )  i s  o f  c l a s s  c m  a n d  w e  m a y  t a k e  t h e  l i m i t  o f  e q . ( 3 . 2 3 )  a s  8  
g o e s  t o  z e r o  t o  o b t a i n  U
o  
o f  c l a s s  C l { ' + n + 1 .  T h e r e f o r e  u  w i l l  h a v e  c o m p a c t  s u p p o r t  
i f  U
r  
d o e s .  T h e r e f o r e  w e  s e t  R (  > . ,  " I )  t o  z e r o ,  a n d  ,  
u  =  lim8~oUo 
T h e  a d d i t i o n a l  r e q u i r e m e n t  t h a t  o n l y  s o l u t i o n s  w i t h  c o m p a c t  s u p p o r t  a r e  a d -
m i s s a b l e  i n d i c a t e s  t h a t  e q u a t i o n s  o f  t h i s  f o r m  a r e  n o t  w e l l  p o s e d  a s  p u r e  i n i t i a l - v a l u e  
p r o b l e m s .  T h i s  i s  i n  a c c o r d  w i t h  t h e  f a c t  t h a t  t h e  w a v e  e q u a t i o n  U
r r  
- U
y y  
=  0 ,  
i s  n o t  w e l l - p o s e d  f o r  i n i t i a l  d a t a  s p e c i f i e d  o n  a  c h a r a c t e r i s t i c ,  r e q u i r i n g  d a t a  a l s o  
s p e c i f i e d  o n  o n e  m o r e  l i n e .  T h e  r e q u i r e m e n t  t h a t  t h e  s o l u t i o n  h a v e  c o m p a c t  s u p -
p o r t  i s  e q u i v a l e n t  t o  s e t t i n g  t h e  s o l u t i o n  t o  z e r o  f o r  l a r g e  1 " 1  I ,  i . e .  i m p o s i n g  t h e  
b o u n d a r y - v a l u e  u  =  0  a t  l a r g e  1 " 1 1 .  
3 . 3 . 4  D i s c u s s i o n  a n d  S u m m a r y  
F r o m  t h e  a b o v e  s y m b o l i c  a n a l y s i s  i t  i s  s e e n  t h a t  e l l i p t i c  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  
d o  n o t  a d m i t  w e l l - p o s e d  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m s .  P a r a b o l i c  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a -
t i o n s  d o  a d m i t  w e l l - p o s e d  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m s ,  p r o v i d e d  t h e y  a r e  i n  t h e  c a n o n i c a l  
f o r m  i n  w h i c h  c a s e  > .  i s  t h e  t i m e - l i k e  d i r e c t i o n .  H y p e r b o l i c  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  
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e q u a t i o n s  a d m i t  w e l l - p o s e d  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m s  p r o v i d e d  t h e  i n i t i a l  d a t a  i s  n o t  
s p e c i f i e d  o n  a  c h a r a c t e r i s t i c  s u r f a c e ,  i . e . a  =  0  a n d  d  =  O .  I f  t h i s  i s  t h e  c a s e  t h e n  w e  
m u s t  a d d i t i o n a l l y  r e q u i r e  t h a t  t h e  s o l u t i o n  b e  o f  c o m p a c t  s u p p o r t  i n  t h e  s p a c e - l i k e  
c o o r d i n a t e .  I n  p r a c t i c e  t h i s  i s  a c c o m p l i s h e d  b y  i m p o s i n g  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o n  
o n e  a d d i t i o n a l  n o n - c h a r a c t e r i s t i c  l i n e ,  i . e .  a  l i n e  n o t  o f  t h e  f o r m > .  =  c o n s t a n t .  
3 . 4  E x t e n s i o n  t o  H i g h e r  O r d e r  a n d  S y s t e m s  o f  
E q u a t i o n s  
T o  e x t e n d  t h e  o f  c l a s s i f i c a t i o n  o f  S e c t i o n  3 . 2  t o  h i g h e r  o r d e r  e q u a t i o n s  o r  e q u i v a l e n t  
s y s t e m s  w e  s a y  t h a t  t h e  e q u a t i o n  i s  e l l i p t i c  i f  t h e  p r i n c i p a l  s y m b o l  h a s  n o  r e a l  r o o t s ,  
i t  i s  h y p e r b o l i c  i f  i t  h a s  a s  m a n y  r e a l  r o o t s  a s  i t ' s  o r d e r ,  a n d  i t  i s  p a r a b o l i c  i f  i t  
h a s  o n l y  o n e  r e a l  r o o t .  S u c h  a n  a p p r o a c h  p r e s e n t s  t w o  p r o b l e m s .  F i r s t  s i n c e  t h e  
p r i n c i p a l  s y m b o l  w i l l  n o w  b e  o f  o r d e r  g r e a t e r  t h a n  t w o  t h e r e  w i l l  b e  c a s e s  w h i c h  f a l l  
i n t o  n o n e  o f  t h e  a b o v e  c a t e g o r i e s .  S e c o n d  i t  w i l l  o f t e n  b e  v e r y  d i f f i c u l t  t o  o b t a i n  
a l l  t h e  r o o t s .  I n  a d d i t i o n ,  a s  h a s  b e e n  s e e n  i n  S e c t i o n  3 . 3 ,  a  p a r a b o l i c  e q u a t i o n  
g u a r a n t e e s  t h e  e x i s t e n c e  o f  i n i t i a l - v a l u e  s o l u t i o n s  o n l y  i f  i n i t i a l  d a t a  i s  s p e c i f i e d  o n  
a  s p a c e - l i k e  s u r f a c e  a n d  t h e  s o l u t i o n  o b t a i n e d  i n  a  p o s i t i v e  t i m e - l i k e  d i r e c t i o n .  F o r  
t h e s e  r e a s o n s  i t  i s  s u g g e s t e d  t h a t  i f  t h e  p r i n c i p a l  s y m b o l  i n d i c a t e s  t h e  e q u a t i o n s  a r e  
n o t  e l l i p t i c ,  t h e  b e s t  w a y  t o  c h e c k  i f  i n i t i a l  d a t a  s o l u t i o n s  e x i s t  i s  t o  a n a l y z e  t h e  
r o o t s  o f  t h e  c o m p l e t e  s y m b o l  i n  t h e  m a n n e r  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  3 . 3 .  
T h e  p r o o f  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  S e c t i o n  3 . 3  m a y  b e  e a s i l y  e x t e n d e d  t o  h i g h e r  
o r d e r  s y s t e m s  o f  e q u a t i o n s  i n  t h e  f o l l o w i n g  w a y .  I f  w e  h a v e  a  s y s t e m  o f  N  m t h  
o r d e r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  i n  N  u n k n o w n s  U ( > . , 7 h  . . . . .  T ) n )  ,  a n d  i f  w e  d e f i n e  t h e  
d i f f e r e n t i a t i o n  o p e r a t o r s  D  =  ( D " ,  . . .  D " J ,  t h e  s y s t e m  m a y  b e  w r i t t e n  a s ,  
P ( · A , D ) u ( > ' , T ) )  =  G ( > ' , T ) ) ,  
( 3 . 2 5 )  
w h e r e  P  i s  a n  N  x  N  m a t r i x  w h o s e  e l e m e n t s  a r e  m t h  d e g r e e  p o l y n o m i a l s  i n  e a c h  o f  
t h e i r  n  +  1  a r g u m e n t s .  O n  t h e  s u r f a c e > .  =  0  w e  p r e s c r i b e  i n i t i a l  d a t a ,  
u A . ( O ,  T ) )  =  H k ( T ) )  
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k  =  O  . . .  r  r  <  m .  
( 3 . 2 6 )  
O n c e  a g a i n  w e  m a y  r e d u c e  t h e  p r o b l e m  o f  s h o w i n g  t h e  a b o v e  s y s t e m  h a s  a  
s o l u t i o n  t o  t h e  s t a n d a r d  p r o b l e m  o f  s h o w i n g  t h a t  t h e  s y s t e m ,  
P ( . } " D ) U ( A , 1 ] )  =  0  
( 3 . 2 7 )  
u } , , ( O , 1 ] )  =  0  k  =  0  . . .  r - 1  
u > . , ( O , 1 ] ) = p ( 1 ] )  k = r  r < m  
h a s  a  s o l u t i o n .  T o  s h o w  w h e n  t h i s  i s  t h e  c a s e  w e  w r i t e  U  i n  t e r m s  o f  i t ' s  F o u r i e r  
t r a n s f o r m  g i v i n g ,  
U ( A ,  1 ] )  =  ( 2 7 1 " ) - ( n + 1 ) / 2  J  e i ( " . , + } ' A ) i l ( A ,  E )  d E  d A  
( 3 . 2 8 )  
w h e r e  
1 ] . E  =  ( 1 ] 1
E
1  +  . . . .  +  1 ] n E n ) .  
( 3 . 2 9 )  
S u b s t i t u t i n g  t h i s  i n t o  e q . ( 3 . 2 7 )  g i v e s  
( 2 7 1 "  t ( n + 1 ) / 2  J  e i ( " . , + M )  P (  i A ,  i E ) i l ( A ,  E )  d E d A  =  0  
( 3 . 3 0 )  
T h e  s y m b o l  o f  e q . ( 3 . 2 7 )  i s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  k e r n e l  o f  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n ,  a n d  i s  
P ( i A ,  i E ) .  
A s  b e f o r e  w e  w r i t e  t h e  f o r m a l  s o l u t i o n  o f  e q . ( 3 . 2 7 )  a s  
U ( A , 1 ] )  =  ( 2 7 1 " ) - ( n + 1 ) / 2  J  e i " · ' Q ( A , E ) p ( E )  d E ,  
( 3 . 3 1 )  
w h e r e  i l ( A ,  E )  i s  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  U ( A ,  1 ] )  t a k e n  i n  a l l  b u t  t h e  A  d i r e c t i o n s ,  
a n d  p ( E )  i s  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  p ( 1 ] ) ,  t h e  i n i t i a l  d a t a  i n  e q . ( 3 . 2 7 ) .  
W e  r e p r e s e n t  Q  b y  t h e  C a u c h y  i n t e g r a l ,  
Q ( A ,  E )  =  ( 2 7 1 " ) - 1  f a  P -
1
( z ,  i E ) e
i z
) ,  d z ,  
( 3 . 3 2 )  
w h e r e  C  i s  a  c l o s e d  p a t h  o f  i n t e g r a t i o n  e n c l o s i n g  a l l  s i n g u l a r i t i e s  o f  p - 1 ,  t h a t  i s  a l l  
p o i n t s  A  w h e r e  d e t  P ( i E ,  i A )  =  O .  
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T h e  r e s t  o f  t h e  p r o o f  i s  e x a c t l y  t h e  s a m e  a s  i n  S e c t i o n  3 . 3 ,  g i v i n g  u s  t h e  f o l l o w i n g  
t h e o r e m :  
T h e  s y s t e m  e q . ( 3 . 2 7 ) ,  w i l l  p o s s e s s  s o l u t i o n s  u  o f  c l a s s  C [ ; '  p r o v i d e d  t h a t  a l l  t h e  
z e r o s  A  o f  d e i  P (  i E ,  i A )  a r e  b o u n d e d  b e l o w  i n  t h e  c o m p l e x  p l a n e ,  a n d  t h a t  r  i s  o n e  
l e s s  t h a n  t h e  n u m b e r  o f  z e r o s  i n c l u d i n g  m u l t i p l i c i t i e s ,  a n d  t h a t  t h e  i n i t i a l  d a t a  i s  o f  
c l a s s  C [ ; ' + n + 1 j i n  w h i c h  c a s e  e q . ( 3 . 2 7 )  i s  w e l l - p o s e d .  
3 . 5  P r a c t i c a l  A p p l i c a t i o n  o f  S y m b o l i c  A n a l y s i s  
O u r  p r i m a r y  u s e  o f  t h e  s y m b o l i c  a n a l y s i s  i s  t o  i d e n t i f y  s y s t e m s  o f  e q u a t i o n s  t h a t  w i l l  
l e a d  t o  s t a b l e  c o m p u t a t i o n a l  s o l u t i o n s  i n  a  s i n g l e  s p a t i a l  m a r c h  [ 2 0 ] .  F o r  t h i s  t o  b e  
t h e  c a s e  i t  i s  n e c e s s a r y  a n d  s u f f i c i e n t ,  t h a t  w h e n  t h e  s o l u t i o n s  A  o f  d e t  P (  i A ,  i E )  =  0  
a r e  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s  o f  E ,  t h a t  i m  A  i s  b o u n d e d  b e l o w  i n  t h e  c o m p l e x  p l a n e .  
W e  c o n s i d e r  t h e  l i n e a r i z e d  ,  n o n - d i m e n s i o n a l  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  f o r  i n c o m -
p r e s s i b l e  f l o w  i n  t w o  d i m e n s i o n a l  c a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s ,  ( x ,  y )  w i t h  c o r r e s p o n d i n g  
v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  ( u ,  v )  w i t h  p  d e n o t i n g  t h e  p r e s s u r e  a n d  R e  i s  t h e  R e y n o l d s  
n u m b e r ,  
1  
u U
x  
+  v U y  =  - P x  +  R e  ( u
x x  
+  U
y y
)  
1  
u V
x  
+  V V y  =  - P y  +  - ( v
x x  
+  V
y y
)  
R e  
U
x  
+  V y  =  0 ,  
( 3 . 3 3 )  
( 3 . 3 4 )  
( 3 . 3 5 )  
w h i c h  w e  w i l l  c a l l  e q u a t i o n  s e t  A .  T h e  o v e r b a r  i n d i c a t e s  w e  a r e  u s i n g  f r o z e n  
l o c a l  v a l u e s  f o r  t h e s e  c o m p o n e n t s .  
T h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  u ,  v , p  a r e  w r i t t e n  i n  t e r m s  o f  t h e i r  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  
u , i J , p , a s  
u ( x , y )  =  ( 2 1 1 ' ) - 1  J  u e ; ( X x + Y y )  d X  d Y  
( 3 . 3 6 )  
w i t h  e q u i v a l e n t  e x p r e s s i o n s  f o r  v  a n d  p .  S u b s t i t u t i o n  f o r  u ,  v , p  i n  t h e  l i n e a r i z e d  
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e q u a t i o n  s e t  A  g i v e s  
[  . :  
o  
i X  1  i l  
i Y  f j  =  0 ,  
o  p  
( 3 . 3 7 )  
a  
i Y  
w h e r e  
a  =  i 7 1 X  +  i v Y  +  X
2  
~ y 2  
T h e  s y m b o l  o f  A  ,  O " ( A ) ;  i s  t h e  m a t r i x  i n  t h e  a b o v e  s y s t e m .  T h e  p r i n c i p a l  
s y m b o l ,  O " p ( A )  i s  t h e  m a t r i x ,  
[
x . : . . ± x . :  
R e  
o  
o  
o  
X ' t Y '  
R e  
o  
:  1  '
( 3 . 3 8 )  
E q u a t i o n  s y s t e m  A  w o u l d  b e  e l l i p t i c  i f  n o  n o n z e r o  r e a l  r o o t s  ( X ,  Y )  e x i s t e d  f o r  
d e t  O " p ( A )  =  o .  I t  i s  a p p a r e n t  t h a t  d e t  O " p ( A )  =  0  f o r  a l l  ( X ,  Y )  s i n c e  t h e  m a t r i x  A p  
i s  d e g e n e r a t e ,  a n d  t h e r e f o r e  A  i s  n o t  e l l i p t i c .  T h e  s o u r c e  o f  t h e  d e g e n e r a c y  i s  t h e  
l a c k  o f  s e c o n d  d e r i v a t i v e s  i n  e q . ( 3 . 3 5 ) .  
I f  w e  n o w  c o n s i d e r  t h e  c o m p l e t e  s y m b o l  w e  o b t a i n ,  
X 2 + Y 2  
d e t  O " ( A )  =  ( i u X  +  i v Y  +  n .  ) ( X 2  +  y 2 ) ,  
( 3 . 3 9 )  
E q u a t i o n s  o f  t h e  a b o v e  s o r t  f o r  w h i c h  t h e  r e a l  r o o t s  o f  d e t  0 " (  € )  =  c o n s t a n t  c a n  
b e  c o n t a i n e d  i n  a  f i n i t e  s p h e r e  i n  €  s p a c e  a r e  m e m b e r s  o f  t h e  s e t  o f  h y p o e l l i p t i c  
e q u a t i o n s ,  [ 6 6 ] .  E l l i p t i c  a n d  p a r a b o l i c  e q u a t i o n s  a r e  m e m b e r s  o f  t h e  s e t  o f  h y p o e l -
l i p t i c  e q u a t i o n s .  H y p o e l l i p t i c  e q u a t i o n s  w h i c h  p o s s e s s  i n i t i a l - v a l u e  s o l u t i o n s  a r e  
p a r a b o l i c .  S i n c e  d e t O " ( A )  h a s  r o o t s  o f  t h e  f o r m  X  =~ i Y  c l e a r l y  e q u a t i o n  s e t  A  
w i l l  n o t  h a v e  i n i t i a l - v a l u e  s o l u t i o n s ,  a n d  t h u s  i t  i s ,  a s  i s  w e l l  k n o w n ,  n o t  p a r a b o l i c ,  
a l t h o u g h  i t  i s  h y p o e l l i p t i c .  
F o r  m a n y  f l o w  p r o b l e m s  w i t h  a  d o m i n a n t  f l o w  d i r e c t i o n  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  
s e c o n d  d e r i v a t i v e s  i n  t h e  f l o w  d i r e c t i o n  i n  e q s . ( 3 . 3 3 )  a n d  ( 3 . 3 4 )  a r e  a l w a y s  s m a l l  
a n d  c a n  b e  n e g l e c t e d  [ 2 0 ] .  T h i s  l e a d s  t o  t h e  f o l l o w i n g  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s ,  
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u U
x  
+  v U y  =  - P x  +  R e  U
y y  
1  
u V x  +  V V y  =  - P y  +  R e  V y y  
U
x  
+  V y  =  0  
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( 3 . 4 0 )  
( 3 . 4 1 )  
( 3 . 4 2 )  
w h i c h  w e  w i l l  c a l l  e q u a t i o n  s e t  B .  O n c e  a g a i n  t h e  p r i n c i p a l  s y m b o l  i s  d e g e n e r a t e ,  
s o  i t  i s  c e r t a i n l y  n o t  e l l i p t i c .  T h e  c o m p l e t e  s y m b o l  i s  
y 2  
d e t a ( B )  =  ( i u X  +  i v Y  +  R e ) ( X
2  
+  y 2 ) .  
( 3 . 4 3 )  
T h u s  a s  b e f o r e  w e  h a v e  a  h y p o e l l i p t i c  e q u a t i o n  w h i c h  h a s  r o o t s  u n b o u n d e d  i n  
t h e  c o m p l e x  p l a n e ,  a n d  i s  t h e r e f o r e  n o t  w e l l - p o s e d  a s  a n  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m .  
I f  v i s c o u s  e f f e c t s  a r e  c o n f i n e d  t o  a  t h i n  l a y e r  f o r  t h e  f l o w  p a s t  a  s t a t i o n a r y  s u r f a c e  
t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  c a n  b e  s i m p l i f i e d  f u r t h e r  t o  p r o d u c e  e q u a t i o n  s e t  C ,  
I n  t h i s  c a s e  
1  
u U
x  
+  v U y  =  - P x  +  R e  U y y  
P  
- 0  
y
U
x  
+  V y  =  0 ,  
( 3 . 4 4 )  
( 3 . 4 5 )  
( 3 . 4 6 )  
y 2  
d e t a ( C )  =  ( i u X + i v Y +  R e ) ( y
2
) ,  ( 3 . 4 7 )  
I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  d e t  a (  C )  h a s  t h e  r o o t s  X  =  i y
2  
/  U  - v  Y  /  u  a n d  ( X ,  0 ) .  T h e  f i r s t  
o f  t h e s e  r o o t s  h a s  a  p o s i t i v e  i m a g i n e r y  p a r t ,  p r o v i d e d  u  i s  p o s i t i v e .  T h e  s e c o n d  i s  
s i m i l a r  t o  t h a t  t r e a t e d  e a r l i e r  i n  t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  h y p e r b o l i c  s e c o n d  o r d e r  e q u a t i o n .  
S o  i f  w e  r e s t r i c t  o u r  s o l u t i o n  s p a c e  t o  o n l y  t h o s e  s o l u t i o n s  h a v i n g  c o m p a c t  s u p p o r t  
i n  y ,  t h e  s e t  C  w i l l  p o s s e s s  i n i t i a l - v a l u e  s o l u t i o n s ,  w i t h  t h e  s i g n  o f  u  d e t e r m i n i n g  i f  
x  o r  - x  i s  t h e  p o s i t i v e  t i m e - l i k e  d i r e c t i o n .  
S i n c e  o u r  m o t i v a t i o n  t h a t  l e d  t o  t h i s  a n a l y s i s  p a p e r  h a s  b e e n  t o  d e t e r m i n e  w h e n  
t h e  N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  w i l l  b e  w e l l - p o s e d  a s  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m s  w e  w i l l  
d i s c u s s  t h i s  r e s u l t  a  l i t t l e  m o r e  f u l l y .  T h e  e q u a t i o n  s e t  C  h a s  o f t e n  b e e n  c a l l e d  
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p a r a b o l i c ,  d u e  t o  t h e  n a t u r e  o f  t h e  f i r s t  p a r t  o f  d e t  0 " (  C ) .  H o w e v e r  t h e  e x i s t e n c e  o f  
t h e  ( X ,  0 )  r o o t  s h o w s  t h a t  i t  i s  n o t  p a r a b o l i c ,  i n  f a c t  t h i s  r o o t  i s  t y p i c a l  o f  h y p e r b o l i c  
s y s t e m s  w h e n  t h e  c o o r d i n a t e  d i r e c t i o n s  a r e  c o i n c i d e n t  w i t h  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  d i r e c -
t i o n s .  A s  w e  h a v e  s h o w n  i n i t i a l - v a l u e  s o l u t i o n s  d o  e x i s t  f o r  s u c h  a  s y s t e m  p r o v i d e d  
w e  l i m i t  o u r  s o l u t i o n  s p a c e  t o  s o l u t i o n s  w i t h  c o m p a c t  s u p p o r t .  I n  p r a c t i s e  t h i s  i s  
a c c o m p l i s h e d  b y  s p e c i f y i n g  a p p r o p r i a t e  b o u n d a r y  v a l u e s  f o r  v  a n d  p  o n  o n e  l i n e  o f  
t h e  f o r m  y  =  c o n s t a n t .  
I t  i s  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  a  g e n u i n e l y  e l l i p t i c  e q u a t i o n  s e t  f r o m  t h e  s e t  A  b y  r e -
p l a c i n g  e q . ( 3 . 3 5 )  w i t h  a  P o i s s o n  e q u a t i o n  f o r  t h e  p r e s s u r e ,  w h i c h  i s  c o n s t r u c t e d  i n  
t h e  f o l l o w i n g  w a y .  
E q u a t i o n  ( 3 . 3 3 )  i s  d i f f e r e n t i a t e d  w i t h  r e s p e c t  t o  x ,  e q .  ( 3 . 3 4 )  w i t h  r e s p e c t  t o  y  
a n d  t h e  a d d i t i o n  c r e a t e s  a  P o i s s o n  e q u a t i o n  f o r  p .  U s i n g  e q . ( 3 . 3 5 )  t o  r e m o v e  t e r m s ,  
t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n  s e t  D  i s  o b t a i n e d ,  
1  
" f l u x  + v u y  =  - P x  +  R e  ( u
x x  
+  U
y y
)  
1  
" f l v x  +  V V y  =  - P y  +  R e  ( v
x x  
+  V
y y
)  
P x x  +  P y y  =  - U x U
x  
- 2 v
x
u
y  
- V y V y  
w h i c h  h a s  a s  i t s  p r i n c i p a l  s y m b o l ,  
[
~ 
R .  
o  
o  
w i t h  r o o t s  o b t a i n e d  f r o m  
o  
X ' ± Y '  
R .  
o  
- ( X , : + Y , J  
d e t  O " p  =  _ ( X 2  +  y 2 ) 3  =  o .  
( 3 . 4 8 )  
( 3 . 4 9 )  
( 3 . 5 0 )  
( 3 . 5 1 )  
( 3 . 5 2 )  
T h e  r o o t s  o f  e q . ( 3 . 5 2 )  a r e  t h e  p u r e l y  i m a g i n a r y  t e r m s  X  = . : t : .  i  Y ,  i n d i c a t i n g  t h a t  
t h e  e q u a t i o n  s y s t e m  ( 3 . 4 8 )  t o  ( 3 . 5 0 )  i s  e l l i p t i c .  
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3 . 6  C o n c l u d i n g  R e m a r k s  
O u r  a n a l y s i s  s t a r t e d  w i t h  t h e  c l a s s i c a l  t h e o r y  o f  s c a l a r  s e c o n d  o r d e r  P D E s ,  w h i c h  
a r e  d i v i d e d  i n t o  e l l i p t i c  ,  p a r a b o l i c  a n d  h y p e r b o l i c  c a t e g o r i e s ,  b a s e d  o n  t h e  s i g n  
o f  t h e  d i s c r i m a n t .  T h a t  s u c h  a  c l a s s i f i c a t i o n  i s  c o m p l e t e ,  a n d  d i v i d e s  a l l  s e c o n d  
o r d e r  P D E s  i n t o  t h o s e  t h a t  m u s t  b e  s o l v e d  a s  b o u n d a r y - v a l u e  p r o b l e m s ,  a n d  t h o s e  
t h a t  m a y  b e  s o l v e d  a s  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m s ,  m a k e s  i t  a  u s e f u l  t o o l  i n  d e t e r m i n i n g  
n u m e r i c a l  m e t h o d s  f o r  s o l v i n g  s u c h  e q u a t i o n s .  H o w e v e r ,  a s  w e  h a v e  p o i n t e d  o u t  ,  
p r o b l e m s  a r i s e  i n  t h e  e x t e n s i o n  o f  s u c h  a  c l a s s i f i c a t i o n  t o  h i g h e r  o r d e r  s y s t e m s .  I f  
w e  a r e  t o  s a t i s f a c t o r i l y  d e a l  w i t h  h i g h e r  o r d e r  s y s t e m s  w e  m u s t  b e  a b l e  t o  d e t e r m i n e  
w h e t h e r  s u c h  s y s t e m s  a r e  w e l l - p o s e d  a s  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m s .  T h i s  h a s  b e e n  t h e  
m o t i v a t i o n  b e h i n d  o u r  d e v e l o p e m e n t  o f  t h e  s y m b o l i c  a n a l y s i s .  I n  p a r t i c u l a r  i t  i s  
u s e d  t o  a n a l y s e  t h e  v a r i o u s  f o r m s  o f  t h e  N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  c u r r e n t l y  e m p l o y e d  
i n  t h e  f i e l d  o f  c o m p u t a t i o n a l  f l u i d  d y n a m i c s .  
S e c t i o n  3 . 3  p r o v i d e s  t h e  m a t h e m a t i c a l  b a s i s  f o r  t h e  r e l a t i o n  o f  t h e  r o o t s  o f  
t h e  s y m b o l  t o  t h e  e x i s t e n c e  o f  i n i t i a l - v a l u e  s o l u t i o n s  f o r  t h e  g e n e r a l  s c a l a r  s e c o n d  
o r d e r  e q u a t i o n .  T h a t  t h e  s y m b o l i c  a n a l y s i s  d o e s  a c c u r a t e l y  d e s c r i b e  t h e  b e h a v i o u r  
o f  s e c o n d  o r d e r  e q u a t i o n s  w a s  d e m o n s t r a t e d  b y  c o n s i d e r i n g  e l l i p t i c ,  p a r a b o l i c  a n d  
h y p e r b o l i c  t y p e s .  S e c t i o n  3 . 4  d e m o n s t r a t e s  t h e  u s e f u l n e s s  o f  t h i s  a n a l y t i c  t o o l ,  
b y  s h o w i n g  t h a t  i t  i s  r e a d i l y  e x t e n d e d  t o  h i g h e r  o r d e r  s y s t e m s ,  s u c h  a s  t h e  N  a v i e r -
S t o k e s  e q u a t i o n s .  
T h a t  t h e  f u l l  s t e a d y - s t a t e  N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s ,  s e t  A ,  a r e  n o t  w e l l - p o s e d  a s  
a n  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m  i s  w e l l  k n o w n .  S y s t e m  B  i s  o f t e n  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  ' p a r a b -
o l i z e d '  N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s ,  d u e  t o  t h e  f a c t  t h a t  e q s . ( 3 . 4 0 )  a n d  ( 3 . 4 1 )  t a k e n  
i n d i v i d u a l l y  ( i . e .  i f  p ( x ,  y )  w e r e  g i v e n ) ,  a r e  p a r a b o l i c .  H o w e v e r  a s  t h e  s y m b o l i c  
a n a l y s i s  i n d i c a t e s ,  w h e n  t h e  s y s t e m  i s  c o n s i d e r e d  a s  a  w h o l e  i t  i s  s t i l l  h y p o - e l l i p t i c ,  
b u t  n o n - p a r a b o l i c .  E q u a t i o n  s e t  C  i s  a l s o  f r e q u e n t l y  r e f e r r e d  t o  a s  ' p a r a b o l i c ' ,  t h e  
j u s t i f i c a t i o n  b e i n g ,  a s  w e  h a v e  s h o w n ,  t h a t  i t  w i l l  b e  w e l l - p o s e d  a s  a n  i n i t i a l - v a l u e  
p r o b l e m .  N o n e t h e l e s s  i t  i s  s t i l l  n o t  a  t r u e  p a r a b o l i c  s y s t e m ,  b e i n g  i n  s o m e  s e n s e  a  
m i x t u r e  o f  p a r a b o l i c  a n d  h y p e r b o l i c  t y p e s .  
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I n  p r a c t i c e  w h e n  c o n s i d e r i n g  t h e  e q u a t i o n s  o f  f l u i d  m e c h a n i c s ,  p r o v i d e d  t h e y  
a r e  o f  h y p o - e l l i p t i c  t y p e ,  w h i c h  a s  h a s  b e e n  s h o w n  i s  g e n e r a l l y  t h e  c a s e ,  a  n e c e s s a r y  
a n d  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  f o r  t h e  e x i s t e n c e  o f  i n i t i a l  v a l u e  s o l u t i o n s  i s  t h a t  n o  n e g a t i v e  
i m a g i n a r y  r o o t s  A  e x i s t  f o r  d e t  a  =  0 ,  a n d  ( A ,  e )  l a r g e .  T h e  r e a s o n  f o r  t h i s  i s  t h a t  
f o r  l a r g e  e n o u g h  e ,  A  m u s t  b e  a  c o n t i n u o u s  i n c r e a s i n g  o r  d e c r e a s i n g  f u n c t i o n  o f  e .  
A s  h a s  b e e n  s h o w n  s y m b o l i c  a n a l y s i s  i s  a  v a l u a b l e  t o o l  f o r  d e  t e r m i n g  w h e n  
h i g h e r - o r d e r  s y s t e m s  o f  P D E s  p r o v i d e  w e l l - p o s e d  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m s .  I n  r e l a t i o n  
t o  s t e a d y  f l u i d  f l o w  p r o b l e m s ,  r e d u c e d  f o r m s  o f  t h e  N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  a r e  
s o u g h t  w h i c h  p e r m i t  s t a b l e  c o m p u t a t i o n a l  s o l u t i o n s  t o  b e  o b t a i n e d  i n  a  s i n g l e  m a r c h  
i n  t h e  t i m e - l i k e  d i r e c t i o n .  
T h e  r e s u l t s  o f  t h e  a n a l y i s  o b t a i n e d  i n  t h i s  c h a p t e r  a r e  u s e d  i n  C h a p t e r  4  t o  
i n d i c a t e  w h i c h  f o r m s  o f  t h e  m e a n  f l o w  p l u s  t u r b u l e n t  e q u a t i o n s  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i -
n a t e s  m a y  b e  s o l v e d  u s i n g  a  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m .  I n  C h a p t e r  6  w e  r e l a t e  t h e  
o b s e r v e d  s t a b i l i t y  b e h a v i o u r  e n c o u n t e r e d  w h e n  s o l v i n g  t h e  e q u a t i o n s  u s e d  i n  t h e  
p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n  w i t h  s i n g l e  a n d  m u l t i - s w e e p  a l g o r i t h m s  t o  t h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  
l i n e a r i z e d  e q u a t i o n s ,  a s  g i v e n  i n  t h e  p r e s e n t  c h a p t e r .  
C h a p t e r  4  
T h e  E q u a t i o n s  i n  P h y s i c a l  
C o - o r d i n a t e s  
T h i s  c h a p t e r  c o n t a i n s  a l l  t h e  e q u a t i o n s  u s e d  i n  t h e  p r e s e n t  p r o j e c t ,  e x p r e s s e d  i n  
s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s .  T h e y  a r e  e x p r e s s e d  i n  s u c h  d e t a i l  b e c a u s e ,  t o  t h e  b e s t  o f  t h e  
a u t h o r s  k n o w l e d g e ,  m a n y  o f  t h e  t u r b u l e n c e  e q u a t i o n s  h a v e  n o t  b e e n  p u b l i s h e d  i n  
s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  e l s e w h e r e ,  a n d  b e c a u s e  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  r e f e r  t o  t h e  e q u a t i o n s  
t e r m  b y  t e r m  t o  d e v e l o p  t h e  r e d u c e d  f o r m s .  
4 . 1  T r a n s f o r m a t i o n  R u l e s  
T o  e n a b l e  s o l u t i o n s  t o  b e  o b t a i n e d  s a t i s f y i n g  t h e  e q u a t i o n s  g i v e n  i n  C h a p t e r  2 ,  
t h e y  m u s t  b e  e x p r e s s e d  i n  a  p h y s i c a l  c o - o r d i n a t e  s y s t e m .  I t  i s  p o s s i b l e  t o  d e v e l o p  
b o u n d a r y  o r  f l o w  c o n f o r m i n g  s y s t e m s ,  h o w e v e r  g e n e r a l l y  s u c h  s y s t e m s  a r e  n o t  r e g u -
l a r  a n d  t h e r e f o r e  r e q u i r e  p o i n t  b y  p o i n t  s t o r a g e  o f  t h e  m e t r i c  o v e r  t h e  e n t i r e  d o m a i n ,  
t h u s  s u b s t a n t i a l l y  i n c r e a s i n g  t h e  c o m p u t i n g  r e q u i r e m e n t s .  I n  t h e  p r e s e n t  c a s e  t h e  
p h y s i c a l  d o m a i n  i s  r e g u l a r ,  a  t r a n s v e r s e  s e c t i o n  o f  a  c o n e ,  a n d  c a n  e a s i l y  b e  m a t c h e d  
u s i n g  a  s p h e r i c a l  c o - o r d i n a t e  s y s t e m .  
T h e  r u l e s  w h i c h  a r e  u s e d  t o  e x p r e s s  c o n t r a v a r i a n t  a n d  c o v a r i a n t  c o m p o n e n t s ,  
5 8  
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U
i  
a n d  U
i  
f o r  i n s t a n c e ,  i n  t e r m s  o f  p h y s i c a l  q u a n t i t i e s  U (  i )  a r e ,  f o r  o r t h o g o n a l  
c o o r d i n a t e s  [ 5 7 ]  ,  
U
i  
=  U (  i ) ( g i i ) 1 / 2 ,  
U
i  
=  U ( i ) ( g i Y / Z ,  
w h e r e  9  i s  t h e  m e t r i c  t e n s o r ,  a n d  g " g "  =  8 : '  t h e  K r o n e c k e r  d e l t a .  
T h e  r u l e s  e x p r e s s i n g  t h e  c o v a r i a n t  d e r i v a t i v e  o f  c o n t r a v a r i a n t  a n d  c o v a r i a n t  c o m -
p o n e n t s  i n  t e r m s  o f  p h y s i c a l  q u a n t i t i e s  a r e ,  
U i , j  =  ( U ( i ) ( g i i ) 1 / 2 ) x ( j )  +  r~kU(k)(gkk)1/2, 
U i , j  =  ( U ( i ) ( 9 i i ) 1 / 2 ) x ( j )  - r t U ( k ) ( g k k ) 1 / 2 ,  
w h e r e  s u b s c r i p t  x (  i )  i n d i c a t e s  p a r t i a l  d e r i v a t i v e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  i t h  c o o r d i n a t e  
d i r e c t i o n  o f  t h e  x  c o o r d i n a t e  s y s t e m .  r~k a r e  t h e  C h r i s t o f f e l  s y m b o l s  o f  t h e  s e c o n d  
k i n d ,  w h i c h  a r e  f u n c t i o n s  o f  t h e  m e t r i c  t e n s o r  g ,  w i t h  r~k f o r  i n s t a n c e  b e i n g  t h e  
r a t e  o f  c h a n g e  o f  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  b a s e  v e c t o r  i n  t h e  j ' h  d i r e c t i o n  w i t h  r e s p e c t  
t o  t h e  k t h  c o o r d i n a t e .  
T o  e x p r e s s  t h e  c o v a r i a n t  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  s e c o n d  o r d e r  t e n s o r  u i u
j
,  w e  u s e ,  
( U i U j ) ' k  =  ( u (  i ) U ( j ) ( g i i  g j j ) 1 / 2 ) x ( k )  +  r~kU(p ) u ( j ) ( g P P  g j j  ) 1 / 2  +  r ; k U (  i ) u ( p  ) ( g "  g P P ) 1 / 2 ,  
f o r  U i U j ,  
( u i U j  ) , k  =  ( u ( i ) U ( j ) ( g i i
g j j  
) 1 / 2 ) x ( k )  +  r~kU(p ) u ( j ) ( g P P
g j j  
) 1 / 2  - r~kU( i ) u ( p  ) ( g i i g p p ) 1 / 2 ,  
a n d  f o r  U i U j ,  
(
- . - . )  - (  ( . )  ( . ) (  . . . .  ) 1 / 2 )  _  r p  (  )  ( . ) (  . .  ) 1 / 2  _  r p  ( . )  (  ) ( . .  ) 1 / 2  
U ' U
J  
, k  - U ,  U  J  g " g J ]  ,  x ( k )  i k
U  
P  U  J  g p p g J ]  j k U  ,  U  P  g " g p p  .  
C o o r d i n a t e  d i r e c t i o n s ,  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  a n d  n o n - z e r o  c o m p o n e n t s  o f  t h e  
m e t r i c  t e n s o r ,  f o r  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  a r e ,  s e e  F i g u r e  4 . 1 ,  
x ( l )  =  x  x ( 2 )  =  0  
x ( 3 )  =  r P ,  
U ( I )  =  U  U ( 2 )  =  V  U ( 3 )  =  W ,  
g 1 1  =  1  
g 2 2  =  x
2  
g 3 3  =  ( x  s i n O ) 2 ,  
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e  
) (  
~ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  a x i s  
- - - - - - - - - - -
F i g u r e  4 . 1 :  S p h e r i c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m  
4 . 2  R e y n o l d s  A v e r a g e d  N a v i e r - S t o k e s  E q u a t i o n s  
U s i n g  t h e  a b o v e  r u l e s  i t  i s  a  s i m p l e  t h o u g h  s o m e w h a t  l a b o r i o u s  t a s k  t o  w r i t e  t h e  
e q u a t i o n s  o u t  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s ,  s o  f o r  e q u a t i o n  ( 2 . 4 )  i n  n o n - d i m e n s i o n a l  f o r m  
w e  g e t ,  a s s u m i n g  m e a n  q u a n t i t i e s  a r e  s t e a d y .  
U  - m o m e n t u m  
V 2 + W 2  
U U  
V U o  WU~ 
x + - - + - - . -
x  x  s m O  x  
(
_ )  ( u v ) o  (uw)~ ( u v )  v v  + w w  2 u u  
+  u u  x  +  - - +  .  +  +  - - =  
x  x  s m  0  x  t a n  0  x  x  
P  1  (  2 U
x  
U
o o  
U~~ 
- x + - R  U
X X
+ - + -
2  
+  2  •  2 0 +  
e  x  x  x s m  
U o  2 V o  2W~ 2 U  2 V )  
x
2
t a n O  - ~ - x
2
s i n O  - x
2  
- x
2
t a n O  '  
V  - m o m e n t u m  
( 4 . 1 )  
( 4 . 2 )  
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U V  V V e  WV~ U V  w w  
x  +  - x - +  x  s i n  B  +  - x - - - x " ' - t - a n - - ; ; B  
(
_ )  ( v v ) o  ( v w ) " ,  3 U t i  v v  - w w  
+  u v  x + - - +  .  + - +  =  
x  x s m B  x  x t a n B  
P e  1  (  2 V
x  
V o o  V",~ 
- - + - R  V
x x
+ - + -
2  
+  2  •  2 B +  
x  e  x  x  x s m  
V B  2 W " ,  c o t  B  2 U o  V )  
x
2  
t a n B  - x
2  
s i n B  +  - x -
2  
- x
2  
s i n
2  
B  '  
W  - m o m e n t u m  ( 4 . 3 )  
U W  V W o  W W " ,  U W  V W  
x  +  - x - +  x  s i n  B  +  - x - +  - x - t a n - B  
(
_ )  ( w v ) o  ( w w ) " ,  3 u w  _ 2 _ w _ v - ,  
+  u w  x + - - +  .  + - - +  
x  x  s m  B  x  x  t a n  B  
P " ,  1  ( W  2 W
x  
W o o  W " , , , ,  
- + - + - + - +  +  
x  s i n  B  R e  x x  x  x
2  
x
2  
s i n
2  
B  
W o  2 U " ,  2 V " , c o t B  W )  
x
2  
t a n  B  +  x
2  
s i n  B  - x
2  
s i n  B  - x
2  
s i n
2  
B  .  
E q u a t i o n  ( 2 . 5 ) ,  t h e  c o n t i n u i t y  e q u a t i o n ,  b e c o m e s ,  
U  2 U  V o ·  V  W " , _  
x  +  +  +  t  B  +  .  A  - 0 ,  
X  X  x  a n  x s m  
( 4 . 4 )  
w h e r e  s u b s c r i p t  x ,  B ,  < p  m e a n s  p a r t i a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  a r g u m e n t  i n  t h a t  d i r e c t i o n ,  
a n d  R e  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  i s  d e f i n e d  t o  b e ,  R e  =  e D U
O
,  w h e r e  D  i s  t h e  e n t r a n c e  
~ 
d i a m e t e r  o f  t h e  d i f f u s e r ,  a n d  U O  i s  t h e  m e a n  a x i a l  e n t r a n c e  v e l o c i t y .  A l l  v e l o c i -
t i e s  a r e  n o n - d i m e n s i o n a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  m e a n  a x i a l  i n l e t  v e l o c i t y ,  a n d  a l l  
d i s t a n c e s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  d i f f u s e r  e n t r a n c e  d i a m e t e r .  
i n c o r p o r a t e s  t h e  d e n s i t y  p .  
T h e  p r e s s u r e  P  n o w  
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4 . 3  U s i n g  E d d y - V i s c o s i t y  F o r m u l a t i o n  
4 . 3 . 1  R e y n o l d s  S t r e s s e s  
T h e  e d d y  v i s c o s i t y  f o r m  o f  a p p r o x i m a t i n g  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  g i v e n  i n  e q u a t i o n  
( 2 . 1 7 )  b e c o m e s  i n  n o n - d i m e n s i o n a l  f o r m ,  w i t h  t h e  2 / 3 g ; j  k  f a c t o r  n o w  i n c l u d e d  i n  
t h e  p r e s s u r e ,  
u u  =  - v , 2 U
x
,  
V o  U  
v v  =  - v , 2 ( - +  - ) ,  
x  x  
_  W~ U  V  
w w = - v , 2 (  .  ( ) + - +  , , ) ,  
x s m  x  x t a n  
_  U
o  
V  
u v  =  - v , ( - - - +  V
x
) ,  
x  x  
_  U~ W  
u w  =  - v , (  .  ( )  - - +  W
x
) ,  
x  S I n  x  
W o  V~ W  
V T I Y  =  - v , ( - +  .  ) ,  
x  x s m ( )  x t a n ( )  
4 . 3 . 2  N a v i e r - S t o k e s  E q u a t i o n s  
(  4 . 5 )  
I f  n o w  w e  w r i t e  t h e  N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  w i t h  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  e x p r e s s e d  
u s i n g  t h e  B o u s s i n e s q  a p p r o x i m a t i o n ,  a s  g i v e n  i n  e q u a t i o n  ( 2 . 2 8 )  ,  i n  s p h e r i c a l  c o o r -
d i n a t e s  ,  w e  g e t ,  
U  - m o m e n t u m  
V
2  
+ W 2  
U U
x  
+  V U o  +  W:U~ 
x  x s m ( )  x  
_  1  (  2 U x  Uo o  U~~ 
- - P x + ( - R  + v , )  U
X X
+ - + -
2  
+  2 '  0 _ +  
e  x  x  x s m  
U o  2 V o  2W~ 2 U  2 V )  
x
2  
t a n  ( )  x
2  
x
2  
s i n  ( )  x
2  
x
2  
t a n  ( )  
U
o  
V  V x  U~ W  W x  
+ 2 v " U
x
+ v " ( 2 " - 2 " + - ) + v , . ( (  .  ( ) ) 2  2 ·  ( ) +  .  ( ) ) ,  
x  x  x  x s m  x  s m  x s m  
(  4 . 6 )  
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v  - m o m e n t u m  ( 4 . 7 )  
U V
x  
+  V V e  +  ~V4> +  U V  _  W W  =  
x  x  s m  e  x  x  t a n  e  
P o  1  (  2 Vx  1 1 9 0  V " , , ;  
- - + ( - R  + v , )  V X X + - + -
2  
+  2  •  2 e +  
x  e  x  x  x s m  
V o  2 W " ,  c o t  e  2 U
o  
V )  
x
2
t a n e  - x
2
s i n e  +  ~ - x
2
s i n
2
e  
U o  V  V o  U  W o  V " ,  W  
+ v , . ( - - - +  V
x
)  + 2 v ' . ( 2 "  +  2 " )  +  V ' . (  2  •  e  +  2  •  2 e  2 '  e t  e ) '  
x  x  x  x  x s m  x s m  x s m a n  
W  - m o m e n t u m  
(  4 . 8 )  
U
T V  V W o  W W , ;  U W  V W  
' x + - - +  .  + - +  =  
x  x  s m  e  x  x  t a n  e  
P " ,  1  (  2 W
x  
W o o  W " , , , ,  
.  e  +  ( - R  +  v , )  W x x  +  - - +  - 2  +  2  .  0  A  +  
X  S I n  e  x  x  x  S l n  
W o  2 U , ;  2 V " ,  c o t  e  W )  
o  •  A  +  x 2  s i n  e  - x
2  
s i n  e  - x
2  
s i n
2  
e  
U , ;  W  W o  V , ;  W  
+ v , . (  .  e  - - +  W
x
)  +  V " ( - 2  +  2  •  e  2  t  J  
x  S I n  x  x  x  S l n  x  a n  
2  ( W , ;  V  c o t  e  U )  
+  v , "  2 '  2  e  +  2  •  e  +  2  •  ~ ,  
" ' X S l n  X  S I n  X  S I n  
4 . 4  A l g e b r a i c  R e y n o l d s  S t r e s s  E q u a t i o n s  
T h e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  e q u a t i o n s ,  ( 2 . 1 5 ) ,  a r e  w h e n  w r i t t e n  i n  s p h e r i c a l  c o -
o r d i n a t e s ,  
U i I  - e q u a t i o n  
( 4 . 9 )  
( P k  - € ) u u / k  =  
(  
U o  \  V  U , ;  W )  
- 2 u u U
x  
- 2 u v ( - - - )  - 2 u w (  .  - - )  ( 1  - C
2
)  
x  x  x  s m e  x  
- C
1
€ / k ( U i I  - 2 / 3  k )  +  C
2
2 / 3  P k  - 2 / 3  € ,  
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v v  - e q u a t i o n  ( 4 . 1 0 )  
( P k  - E ) v v / k  =  
(
V B  U  V " ,  W  c o t  B  )  
- 2 u v V x - 2 v v ( - + - ) - 2 v w (  .  - )  ( 1 - C
2
)  
x  x  x  s m B  x  
- C t E / k ( v v  - 2 / 3  k )  +  C
2
2 / 3  P k  - 2 / 3  E  
W  
+ 2  " v w ( l  - C
2
) ,  
x  t a n  
w w  - e q u a t i o n  
( P k  - E ) w w / k  =  
(
W o  W " ,  U  V  c o t  B  )  
- 2 w u v V
x  
- 2 w v - - 2 w w (  .  +  - +  )  ( 1 - C
2
)  
x  x  s m B  x  x  
- C t E / k ( w w  - 2 / 3  k )  +  C
2
2 / 3  P k  - 2 / 3  E  
W  
- 2  ~ v w ( l  - C
2
) ,  
x t a n  
u v  - e q u a t i o n  
( P k  - e ) u v / k  =  
(  
_  _ (  V o  U )  _ (  U
o  
V )  
- u u  V x  - u v  U
x  
+  - +  - - v v  - - - -
x  x  x  x  
V " ,  W c o t B  U " ,  W  )  
u w (  .  - )  - v w (  .  - - )  ( 1  - C
2
)  
x  s m  B  x  x  s m  B  x  
u w  - e q u a t i o n  
( P k  - e ) u w / k  =  
e  
- C t - u v  
k  
W  
+  t  " u w ( l  - C 2 ) ,  
x  a n  
( 4 . 1 1 )  
(  4 . 1 2 )  
( 4 . 1 3 )  
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(  
W~ U  V  c o t B  
- u u W
x  
- u w ( U
x  
+  .  +  - +  ) -
x s m B  x  x  
W o  U o  V  U~ W )  
u v - - v w ( - - - )  - w w (  .  - - )  ( 1  - C
2
)  
x  x  x  x  s m B  x  
v w  - e q u a t i o n  
( P k  - € ) v w / k  =  
- C
1
€ / k u w  
W  
- - ; - - - - ; ; B  u v (  1  - C
2
) ,  
x  t a n  
(
W o  V o  2 U  W~ V  c o t  B  
- u v v V
x  
- U ' W V x  - v v - - v w ( - +  - +  .  +  )  
x  x  x  x  s m B  x  
- w w (  ~~ _  W  c o t  B ) )  ( 1  _  C
2
)  
x  s m  B  x  
- C
1
€ / k v w  
W  W  
- (  v v  - w w ) ( l  - C
2
) .  
x t a n B  x t a n B  
6 5  
( 4 . 1 4 )  
T h e  f a l s e  p r o d u c t i o n  t e r m s  i n  t h e  a b o v e  e q u a t i o n s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  C h r i s t o f f e l  
s y m b o l s  a n d  t h e  c o n v e c t i o n  t e r m s ,  e q u a t i o n ( 2 . 1 5 ) ,  h a v e  b e e n  i n c l u d e d  a s  t h e  l a s t  
l i n e  i n  e a c h  o f  t h e  a b o v e  e q u a t i o n s ,  t o  a l l o w  t h e m  t o  b e  i d e n t i f i e d  s e p a r a t e l y  f r o m  
t h e  g e n u i n e  p r o d u c t i o n  t e r m s .  
4 . 4 . 1  P r o d u c t i o n  o f  k  
T h e  t e r m  P k  ,  w h i c h  o c c u r s  i n  e a c h  o f  t h e  a b o v e  e q u a t i o n s  i s  t h e  p r o d u c t i o n  o f  k ,  
a n d  i s ,  w h e n  e x p r e s s e d  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s ,  
P k  =  - - u u U
x  
_  - u v ( _ U
o  
_  V )  _  - u w - (  ~~ _ _  W )  
x  x  x  s m B  x  
- v w (  V~ 
x  s i n  B  
V o  U  
- v v ( - +  - )  - v u V
x  
x  x  
W  W~ U  
- x " ' t - a - n - ; ; B )  - w w (  x  s i n  B  +  - ; ;  +  
V  
- - ; - - - - ; ; B )  - w u W
x  
- w v W o / x .  
x t a n  
(  4 . 1 5 )  
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P r o d u c t i o n  o f  k  i n  E d d y - V i s c o s i t y  F o r m  
W h e n  w e  e x p r e s s  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  u s i n g  t h e  B o u s i n e s q  f o r m  P k  b e c o m e s ,  
P k =  
(  
2  V 9  U  2  (W~ U  V ) 2  
V ,  2 U
x  
+  2 ( - +  - )  +  2  .  ( )  +  - +  t  I I  
X  X  x s m  x  x  a n  
(  
U~ W  ) 2  ( U o  V  ) 2  
+  .  - - + W x  +  - - - + V x  
x s m ( )  x  x  x  
(
W o  V~ W  ) 2 )  
+  - x - +  x  s i n  ( )  - - x - t a - n - - : : C ( }  .  
( 4 . 1 6 )  
4 . 5  k  a n d  E  E q u a t i o n s  
T h e  k  a n d  €  e q u a t i o n s  m u s t  a l s o  b e  w r i t t e n  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s ,  g i v i n g ,  
k  - e q u a t i o n  
(  4 . 1 7 )  
U k
x  
+  V k o  +  v~k~ =  P k  
x  x  s m ( }  
(
( v ,  k o ) o  
+ C
k  
( v ,  k x ) x  +  0  +  
.  +  - - +  - €  
( V t  k~)~ 2 V t  k x  V t  k o  )  
x
2  
s i n
2  
( )  x  x
2  
t a n  ( )  ,  
€  - e q u a t i o n  
( 4 . 1 8 )  
V € o  W€~ 
U € x + - +  .  ( } = C , , € j k P k  
x  x s m  
(  
( V t  € o ) o  
+ C "  ( V t  € x ) x  +  0  +  
( V t  €~)~ v ,  € x  v ,  € o )  C  2 j k  
-'-;;'-:-'~2"';; +  2 - - +  2  - "  €  ,  
x
2
s i n  ( )  x  x  t a n ( }  
A  m o d i f i c a t i o n  t o  a l l o w  f o r  t h e  i n f l u e n c e  o f  s w i r l  i s  t o  m u l t i p l y  t h e  c o n s t a n t  C , '  
i n  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n  b y  t h e  f u n c t i o n  f 1  =  ( 1  - O . 2 R i ) ,  w h e r e  R i  i s  t h e  g r a d i e n t  
R i c h a r d s o n  n u m b e r  [ 3 9 ] ,  
R " - P  W  
1 - -
2  
- - ( .  
€  x
2  
s i n 2  ~ s m  ( )  W ) o .  
( 4 . 1 9 )  
T h i s  c o r r e c t i o n  i s  b a s e d  o n  t h e  h y p o t h e s i s  t h a t  t h e  d e s t a b i l i z i n g  e f f e c t  o f  s w i r l  
c a n  b e  m o d e l l e d  t h r o u g h  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  l e n g t h  s c a l e  o f  t h e  t u r b u l e n t  e d d i e s .  I t  
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p r e d i c t s  a  t u r b u l e n c e  d a m p i n g  e f f e c t  o v e r  l a r g e  r e g i o n s  o f  t h e  f l o w  w h e r e  ( W  s i n  f J ) o  i s  
p o s i t i v e ,  l e a d i n g  t o  a  r e d u c t i o n  i n  t h e  e d d y  v i s c o s i t y  [ 3 9 ] .  I n  p r a c t i s e  w e  c o n s t r a i n  
/ 1  t o  n o t  b e  g r e a t e r  t h a n  2 . 8 0 ,  a n d  n o t  l e s s  t h a n  1 . 4 0 .  
4 . 6  C h a r a c t e r  o f  t h e  E q u a t i o n s  
T h e  p r e c e d i n g  e q u a t i o n s  h a v e  b e e n  d e r i v e d  a n d  p r e s e n t e d  i n  t h r e e  d i m e n s i o n s  s o  a s  
t o  p r o v i d e  a  s e t  f o r  f u t u r e  u s e  i n  d e v e l o p i n g  c o d e  f o r  t h r e e  d i m e n s i o n a l  f l o w .  I n  t h e  
p r e s e n t  p r o j e c t  w e  a s s u m e  t h e  f l o w  i s  a x i s y m m e t r i c ,  w h i c h  a l l o w s  u s  t o  d e l e t e  a l l  t h e  
< / >  d e r i v a t i v e  t e r m s .  F r o m  t h i s  p o i n t  o n  w h e n  w e  r e f e r  t o  t h e  p r e c e d i n g  e q u a t i o n s  
i t  i s  i m p l i e d  t h a t  t h e y  a r e  t h e  a x i s y m m e t r i c  e q u a t i o n s ,  w i t h  a l l  < / >  d e r i v a t i v e  t e r m s  
d r o p p e d .  
W h e n  t h e  k  - €  m o d e l  i s  b e i n g  u s e d  e q u a t i o n s  ( 4 . 6 ) ,  ( 4 . 7 ) ,  ( 4 . 8 )  a n d  ( 4 . 4 )  a r e  
s o l v e d  t o  o b t a i n  t h e  m e a n  f l o w  q u a n t i t i e s ,  e q u a t i o n s  ( 4 . 1 7 )  a n d  ( 4 . 1 8 )  a r e  s o l v e d  
t o  o b t a i n  k  a n d  € ,  a n d  h e n c e  t h e  e d d y - v i s c o s i t y .  · W h e n  c o n s i d e r e d  i n  l i n e a r i z e d  
f o r m  t h i s  s e t  u n c o u p l e s  i n t o  t h e  m e a n  f l o w  s e t  ( 4 . 6 ) ,  ( 4 . 7 ) ,  ( 4 . 8 ) ,  ( 4 . 4 )  a n d  t h e  t w o  
e q u a t i o n s  f o r  k  a n d  € ,  e q u a t i o n s  ( 4 . 1 7 )  a n d  ( 4 . 1 8 ) .  F o r  t h i s  r e a s o n  t o  d e t e r m i n e  
t h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  t o t a l  e q u a t i o n  s e t  i n  l i n e a r i z e d  f o r m ,  i n  t h e  m a n n e r  d e s c r i b e d  
i n  C h a p t e r  3 ,  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  d e t e r m i n e  t h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  m e a n  f l o w  s e t  a n d  
t h a t  o f  t h e  t w o  t u r b u l e n c e  e q u a t i o n s .  Z e r o s  o f  t h e  s y m b o l  o f  t h e  f u l l  s e t  w i l l  t h e n  
s i m p l y  b e  t h e  z e r o s  o f  t h e  s y m b o l  o f  t h e  m e a n  f l o w  s e t  t o g e t h e r  w i t h  t h e  z e r o s  o f  t h e  
s y m b o l s  o f  e a c h  o f  t h e  t u r b u l e n c e  e q u a t i o n s ,  s i m i l a r  t o  e q u a t i o n  s e t  C  i n  S e c t i o n  
3 . 5 .  
N o w  s i n c e  t h e  t u r b u l e n t  s t r e s s e s  i n  t h e  m e a n  f l o w  e q u a t i o n s  a r e  r e p r e s e n t e d  i n  
a  m a n n e r  a n a l o g o u s  t o  t h e  l a m i n a r  s t r e s s e s ,  v i a  t h e  e d d y - v i s c o s i t y  f o r m u l a t i o n ,  t h e  
c h a r a c t e r  o f  t h e  r e s u l t i n g  e q u a t i o n  s e t  w i l l  b e  t h e  s a m e  a s  t h a t  o f  t h e  l a m i n a r  s e t .  
A s  h a s  b e e n  d e m o n s t r a t e d  i n  s e c t i o n  3 . 5  t h e  N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  i n  c a r t e s i a n  
c o o r d i n a t e s  a r e  o f  h y p o e l l i p t i c  n o n - e l l i p t i c  n o n - p a r a b o l i c  t y p e .  T h e  t r a n s f o r m a t i o n  
t o  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  w i l l  n o t  a f f e c t  t h e  c h a r a c t e r  f o r  t h e  f o l l o w i n g  r e a s o n .  T h e  
e q u a t i o n s  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  a r e  i d e n t i c a l  t o  t h o s e  i n  c a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s  b u t  
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f o r  t h e  i n c l u s i o n  o f  t h e  e x t r a  t e r m s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  C h i s t o f f e l  s y m b o l s ,  t h e s e  
t e r m s  w i l l  a l w a y s  b e  o f l o w e r  o r d e r .  S i n c e ,  a s  h a s  b e e n  d e m o n s t r a t e d  i n  S e c t i o n  3 . 3 ,  
p r o v i d e d  t h e  s y m b o l  i s  c o n t i n u o u s ,  i t  i s  t h e  l a r g e  v a l u e  o f  t h e  t r a n s f o r m  v a r i a b l e s  
t h a t  d e t e r m i n e  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  z e r o s ,  t h e  l o w e r  o r d e r  d e r i v a t i v e s  a s s o c i a t e d  
w i t h  t h e  C h i s t o f f e l  s y m b o l s  w i l l  n o t  a f f e c t  i t .  T h i s  i s  a  r e f l e c t i o n  o f  t h e  f a c t  t h a t  i t  
i s  t h e  l o c a l  b e h a v i o u r  o f  t h e  e q u a t i o n s  t h a t  d e t e r m i n e  t h e i r  c h a r a c t e r ,  a n d  l o c a l l y  
s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  a r e  t h e  s a m e  a s  c a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s .  
T h e  t u r b u l e n c e  e q u a t i o n s ,  c o n s i d e r e d  a s  u n c o u p l e d  e q u a t i o n s  f o r  k  a n d  E  r e -
s p e c t i v e l y ,  a r e  b o t h  e l l i p t i c .  T h e r e f o r e  t h e  z e r o s  o f  t h e  s y m b o l  o f  t h e  t o t a l  s e t  w i l l  
c o n s i s t  o f  t h o s e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  e l l i p t i c  e q u a t i o n s ,  a n d  t h o s e  a s s o c i a t e d  w i t h  
t h e  h y p o e l l i p t i c  n o n - e l l i p t i c  n o n - p a r a b o l i c  s e t .  T h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  t o t a l  s e t  i s  
t h e r e f o r e  h y p o e l l i p t i c  n o n - e l l i p t i c  n o n - p a r a b o l i c .  E q u a t i o n s  s e t s  o f  t h i s  t y p e  d o  n o t  
p o s s e s s  i n i t i a l  v a l u e  s o l u t i o n s  [ 6 8 ] ,  a n d  s o  t o  s o l v e  t h i s  s e t  n u m e r i c a l l y  a  m u l t i - s w e e p  
s c h e m e  m u s t  b e  u s e d ,  o r  i f  a  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e  i s  u s e d  a  s e v e r e  s t a b i l i t y  r e s t r i c t i o n  
m u s t  b e  s a t i s f i e d  ( d e s c r i b e d  f u l l y  i n  C h a p t e r  6 ) .  
I t  i s  s u g g e s t e d  w i t h o u t  p r o o f  t h a t  t h e  e q u a t i o n s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  a l g e b r a i c  
R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l ,  e q u a t i o n s  ( 4 . 1 ) ,  ( 4 . 2 ) ,  ( 4 . 3 ) ,  ( 4 . 4 ) ,  ( 4 . 9 ) ,  ( 4 . 1 0 ) ,  ( 4 . 1 1 ) ,  
( 4 . 1 2 ) ,  ( 4 . 1 3 ) ,  ( 4 . 1 4 ) ,  ( 4 . 1 7 )  a n d  ( 4 . 1 8 ) ,  a l s o  c o m p r i s e  a  s e t  o f  h y p o e l l i p t i c  n o n -
e l l i p t i c  n o n - p a r a b o l i c  e q u a t i o n s ,  a n d  t h e r e f o r e ,  m u s t  g e n e r a l l y  b e  s o l v e d  u s i n g  a  
m u l t i - s w e e p  a l g o r i t h m  o f  t h e  t y p e  d e s c r i b e d  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r .  
4 . 7  O r d e r - o f - M a g n i t u d e  A n a l y s i s  
F o r  d i f f u s e r  f l o w s  i n  w h i c h  t h e  f l o w  d i r e c t i o n  i s  c l o s e l y  a l i g n e d  t o  t h e  s p h e r i c a l  
r a d i u s ,  s e e  F i g u r e  4 . 1 ,  a n d  t h e  a x i a l  d i f f u s i o n  t e r m s  a r e  s m a l l ,  t h e  a x i a l  d i f f u s i o n  
a n d  c r o s s - s t r e a m  v e l o c i t y  t e r m s  i n  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  m a y  b e  s m a l l  e n o u g h  
i n  m a g n i t u d e  c o m p a r e d  t o  t h e  d o m i n a n t  t e r m s  t o  e n a b l e  t h e m  t o  b e  d r o p p e d  w i t h  
l i t t l e  e f f e c t  o n  t h e  s o l u t i o n .  F o r  t h i s  t o  b e  t h e  c a s e  t h e  f l o w  m u s t  b e  s u c h  t h a t  t h e  
f o l l o w i n g  a s s u m p t i o n s  a r e  j u s t i f i e d .  
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( a )  
L »  x s i n G ,  
( b )  
U  ~ 1 ,  
( c )  
8 : : : ;  x s i n G ,  
( d )  
W < U ,  
( e )  
V  ~ I / L .  
w h e r e  L  i s  t h e  e q u i v a l e n t  p i p e  e n t r y  l e n g t h ,  8  i s  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  t h i c k n e s s  a n d  
x  s i n  G  i s  t h e  d i f f u s e r  r a d i u s .  
C o n d i t i o n  ( a )  w i l l  b e  v a l i d  e v e r y w h e r e  e x c e p t  a t  t h e  i n t i t i a l  s t a g e s  o f  d e v e l o p i n g  
p i p e  f l o w .  C o n d i t i o n  ( b )  c o m e s  f r o m  t h e  n o n - d i m e n s i o n a l i z a t i o n  a n d  i m p l i e s  n o n -
r e v e r s a l .  C o n d i t i o n  ( c )  s a y s  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  c a n n o t  b e  g r e a t e r  t h a n  t h e  c r o s s -
s t r e a m  e x t e n t  o f  t h e  f l o w .  C o n d i t i o n  ( d )  i s  i m p o s e d  t o  m a i n t a i n  p o s i t i v e  a x i a l  
v e l o c i t y ,  a n d  i m p l i e s  l o w  s w i r l .  C o n d i t i o n  ( e )  m a y  b e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  c o n t i n u i t y  
e q u a t i o n ,  f o r  a x i s y m m e t r i c  f l o w .  
" V e  t h e n  o b t a i n  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  e s t i m a t e s  f o r  t h e  f o l l o w i n g  t e r m s ,  
U  ~l 
x  L  
U  x x  f " V  1 2  
~ r v  1  
x  6  
Q M .  I ' V  . . . ! . .  
x 2  { j 2  
W x  
~w 
Wxx~ ~ 
. ! f a .  f " V  W  
. ! : ! : J u l .  f " V  W  
(  4 . 2 0 )  
L  
x  6  
x
2  
5 2  
V x  
f " V  x s i n E >  
v :  x s i n  E >  
Y a .  . . . . . . . .  1 .  
f u  f " V  x s i n E >  
L  
x x  f " V  - V  
x  L  
x '  L  
T h e  v a l i d i t y  o f  t h e  a b o v e  a s s u m p t i o n s  a n d  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  a n a l y s i s  w i t h  
r e s p e c t  t o  t h e  f l o w s  c o n s i d e r e d  i n  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n  i s  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  
8 .  
4 . 8  R e d u c t i o n  o f  N a v i e r - S t o k e s  E q u a t i o n s  
S u b s t i t u t i o n  i n t o  e q u a t i o n s  ( 4 . 6 )  t o  ( 4 . 8 )  s h o w s  t h a t  t h e  . x x  a n d  o t h e r  t e r m s  c a n  
b e  d r o p p e d  w i t h  l i t t l e  e f f e c t ,  s i n c e  t h e y  a r e  t w o  o r d e r s  o f  m a g n i t u d e  l e s s  t h a n  t h e  
d o m i n a n t  t e r m s  i n  e a c h  e q u a t i o n ,  t o  g i v e  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s ,  w i t h  a l l  < P  d e r i v a t i v e  
t e r m s  a l s o  d r o p p e d  d u e  t o  t h e  a x i s y m m e t r y ,  
U  - m o m e n t u m  
(  4 . 2 1 )  
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U
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x  
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x  R e  x
2  
x
2  
t a n  B  x
2  
x
2  
s i n
2  
B  
v V  - m o m e n t u m  
U
" v  V W o  U W  V W  
' x + - - + - +  t  n  
x  x  x  a n "  
V o  U  
+ V t .
2
( 2 '  +  2 ' ) ,  
x  x  
(  
1  )  ( W o o  W o  W )  
+  - +  v ,  - +  - - : : - - - : - 0 - : :  
R e  x
2  
x
2  
t a n  B  x
2  
s i n
2  
B  
W o  W  
+ v ,  ( - - )  
( J  x
2  
_ ? . L  _ _  I 1 ·  
E q u a t i o n  ( 4 . 4 ) ,  t h e  c o n t i n u i t y  e q u a t i o n ,  b e c o m e s ,  
2 U  V o  V  
U
x  
+  - +  - +  t  B  =  O .  
x  x  x  a n  
7 0  
(  4 . 2 2 )  
(  4 . 2 3 )  
( 4 . 2 4 )  
A s  w a s  s h o w n  i n  t h e  p r e v i o u s  S e c t i o n  3 . 5  e q u a t i o n  s e t s  o f  t h e  a b o v e  t y p e ,  w h e n  
c o n s i d e r e d  l o c a l l y ,  a r e  h y p o e l l i p t i c ,  n o n  p a r a b o l i c ,  a n d  t h e r e f o r e  c a n n o t  b e  s o l v e d  
a s  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m s .  
4 . 8 . 1  R e d u c t i o n  o f  C r o s s - S t r e a m  M o m e n t u m  E q u a t i o n  
T o  d e m o n s t r a t e  h o w  w e  m a y  f u r t h e r  r e d u c e  t h e  e q u a t i o n s  t o  e n a b l e  t h e m  t o  b e  
s o l v e d  a s  a n  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m ,  w e  s p l i t  t h e  p r e s s u r e  P  u p  i n t o  ( P x )  a n d  ( P B ) ,  
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w h e r e  ( P x )  i s  t h e  e  i n d e p e n d e n t  c o m p o n e n t ,  a n d  ( p e )  i s  t h e  e  d e p e n d e n t  c o m p o -
n e n t .  T h e n  f u r t h e r  s p l i t  ( p e )  i n t o  ( p e
v
)  t h e  W  i n d e p e n d e n t  c o m p o n e n t  o f  ( p e ) ,  
a n d  ( p e w ) ,  t h e  W  d e p e n d e n t  c o m p o n e n t  o f  ( p e ) .  A n  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  a n a l y s i s  
g i v e s  u s  t h a t ,  
( P x )  ~ 1 ,  
( p e
v
)  ~ x s i n 8 j L 2 ,  
( p e w )  ~ W
2
•  
N o w  s i n c e  f r o m  c o n d i t i o n  ( a )  a b o v e  x  s i n  8 j  L 2  «  1  w e  d e f i n e  P  t o  b e  
P  =  ( P x )  +  ( p e w ) ,  
( 4 . 2 5 )  
a n d  t h e r e f o r e  t h i s  a l l o w s  u s  t o  d r o p  a l l  b u t  t h e  W  i n d e p e n d e n t  t e r m s  f r o m  e q u a t i o n  
( 4 . 2 2 )  o n  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  b a s i s  t o  o b t a i n ,  
P e  W 2  
- ;  =  x t a n e '  
(  4 . 2 6 )  
4 . 8 . 2  C h a r a c t e r  o f  R e d u c e d  E q u a t i o n s  
T h e  s e t  o f  e q u a t i o n s  ( 4 . 2 1 ) ,  ( 4 . 2 3 ) ,  ( 4 . 2 4 )  a n d  ( 4 . 2 6 )  a b o v e  a r e ,  a p a r t  f r o m  t h e  i n -
c l u s i o n  o f  t h e  t u r b u l e n t  t e r m s  u s i n g  t h e  e d d y  v i s c o s i t y  a p p r o x i m a t i o n  a n d  t h e  t e r m s  
a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  C h r i s t o f f e l  s y m b o l ,  e q u i v a l e n t  t o  t h e  e q u a t i o n  s e t  C  i n  C h a p t e r  
3 .  S y m b o l i c  a n a l y s i s  o f  t h i s  s e t ,  t o g e t h e r  w i t h  w h a t e v e r  a d d i t i o n a l  e q u a t i o n s  a r e  
r e q u i r e d  t o  o b t a i n  t h e  e d d y - v i s c o s i t y ,  i n  l i n e a r i z e d  f o r m ,  i n d i c a t e  t h a t  t h i s  s e t  w i l l  
b e  w e l l  p o s e d  a s  a n  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m  i n  s p a c e .  
T h e  k  a n d  €  e q u a t i o n s  m a y  a l s o  b e  r e d u c e d  i n  a n  a n a l o g o u s  f a s h i o n ,  b y  d e l e t i n g  
t h e  a x i a l  d i f f u s i o n  t e r m s  o n  a n  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  b a s i s ,  m a k i n g  e a c h  e q u a t i o n  
c o n s i d e r e d  i n  l i n e a r i z e d  f o r m  a s  a n  u n c o u p l e d  s c a l a r  e q u a t i o n  i s  w e l l - p o s e d  a s  a n  
i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m .  
T h e  N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  w i t h  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  i n c l u d e d  e x p l i c i t l y  ,  
e q u a t i o n s  ( 4 . 1 )  t o  ( 4 . 3 ) ,  m a y  a l s o  b e  r e d u c e d  o n  a n  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  b a s i s .  
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H o w e v e r  i n  t h e  p r e s e n t  p r o j e c t  i t  h a s  n o t  b e e n  a t t e m p t e d  t o  p r o d u c e  a  s e t  o f  
e q u a t i o n s  u s i n g  t h e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l  w h i c h  i s  w e l l  p o s e d  a s  a n  i n i -
t i a l  v a l u e  p r o b l e m .  W h e n  t h e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l  h a s  b e e n  u s e d  w i t h  
t h e  m u l t i - s w e e p  a l g o r i t h m  a  r e d u c e d  v e r s i o n  h a s  b e e n  t e s t e d ,  w h i c h  f o r  t h e  m e a n  
f l o w  e q u a t i o n s  i s  i d e n t i c a l  t o  t h o s e  a b o v e ,  b u t  w i t h  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  e x p r e s s e d  
e x p l i c i t l y  [ 6 9 ] .  T h e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  e q u a t i o n s  a r e  r e d u c e d  b y  a s s u m i n g  
t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  a r e  a l l  o f  s i m i l a r  m a g n i t u d e , a n d  d e l e t i n g  t e r m s  o n  t h e  b a s i s  
o f  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  m e a n  f l o w  c o m p o n e n t - s , a s  g i v e n  i n  S e c t i o n  4 . 7 .  
W e  c a l l  e q u a t i o n s  ( 4 . 1 )  t o  ( 4 . 4 ) ,  o r  ( 4 . 6 )  t o  ( 4 . 8 )  t o g e t h e r  w i t h  t h e  c o n t i n u i t y  
e q u a t i o n  a n d  t h e  a p p r o p r i a t e  f u l l  f o r m  o f  t h e  t u r b u l e n c e  e q u a t i o n s  t h e  f u l l  e q u a t i o n s .  
W e  w i l l  c a l l  e q u a t i o n s  ( 4 . 2 1 )  t o  ( 4 . 2 4 )  t h e  p a r t i a l l y  r e d u c e d  e q u a t i o n s ,  a n d  e q u a t i o n s  
( 4 . 2 1 ) ,  ( 4 . 2 3 ) ,  ( 4 . 2 4 )  a n d  ( 4 . 2 6 )  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  r e d u c e d  
f o r m s  o f  t h e  t u r b u l e n c e  e q u a t i o n s .  
T h u s  p r e s e n t e d  a b o v e  a r e  a l l  t h e  e q u a t i o n s  f o r  t h e  m e a n  f l o w ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  
e q u a t i o n s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  a n d  k  - €  m o d e l s .  W e  m u s t  
a l s o  d e r i v e  t h e  e q u a t i o n s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  m o d e l ,  a n d  
w i t h  o b t a i n i n g  b o u n d a r y  v a l u e s  f o r  t h e  k  a n d  €  f i e l d s  a t  a  n e a r  w a l l  p o i n t .  I n  a l l  
o f  t h e s e  e q u a t i o n s  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  o n l y  s i g n i f i c a n t  m e a n  f l o w  g r a d i e n t s  a r e  
t h o s e  a s s o c i a t e d  w i t h  U  a n d  W a n d  t h e i r  C h i s t o f f e l  s y m b o l s ,  i n  t h e  c r o s s - s t r e a m  
d i r e c t i o n .  
4 . 9  A l g e b r a i c  E d d y - V i s c o s i t y  F o r m u l a t i o n  
I n  t h e  n e a r  w a l l  r e g i o n  a  m l x m g  l e n g t h  f o r m u l a t i o n  i s  u s e d ,  a f t e r  K o o s i l i n  a n d  
L o c k w o o d  [ 4 6 ] ,  d e r i v e d  f r o m  a n  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  f o r m u l a t i o n  u s i n g  l o c a l  
e q u i l i b r i u m  a s s u m p t i o n s .  T h e y  r e a s o n  t h a t  f o r  s w i r l i n g  f l o w  t h e  v e l o c i t y  v e c t o r  
t w i s t s  s i g n i f i c a n t l y  i n  t h e  n e a r  w a l l  r e g i o n ,  a n d ·  t o  a c c o u n t  f o r  t h i s  i n t r o d u c e  a n  
a n i s o t r o p i c  m i x i n g  l e n g t h  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  f o r m ,  
R  R  
I "  =  K R l n - ( l  - e x p (  - R l n - R e r ; L 2  l A » ,  
r  r  
( 4 . 2 7 )  
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I " ,  =  K R l n  R ( l  - e x p (  - R l n  R  ReT~~2 l A ) ) .  
r  r  
(  4 . 2 8 )  
W h e r e  A  i s  a  p r e s s u r e  g r a d i e n t  c o r r e c t i o n  o f  t h e  f o r m ,  
A =  2 6  
[ 1  - 1 1 . 8 (  ~(U.)x)]1/2· 
R e T : J ; W  
T x w  i s  t h e  w a l l  s h e a r  s t r e s s  o f  t h e  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  i n  t h e  x  d i r e c t i o n ,  a n d  T " , w  i s  
t h e  w a l l  s h e a r  s t r e s s  o f  t h e  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  i n  t h e  q ,  d i r e c t i o n ,  U .  i s  U  a t  t h e  
I L " < : i s ,  Rln~ i s  t h e  d i s t a n c e  f r o m  t h e  w a l l  a n d  K  i s  t h e  V o n - K a r m a n  c o n s t a n t ,  g i v e n  
t h e  v a l u e  K  =  0 . 4 1 .  
I x  a n d  I " ,  a r e  u s e d  t o  o b t a i n  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  u v  a n d  U W ,  a s s u m e d  t o  b e  t h e  
o n l y  s i g n i f i c a n t  t u r b u l e n t  s t r e s s e s  i n  t h e  n e a r  w a l l  r e g i o n ,  i n  t h e  f o l l o w i n g  w a y ,  
U V  =  ~12 ( t o ) 2  +  ~(Wo _  W  ) 2 ) 1 / 2  U
o
,  
R  x  x  ( T  x  x  t a n  1 1  x  
(  4 . 2 9 )  
w v  =  ~12 ( ( U O ) 2  +  ~(Wo _  W  ) 2 ) 1 / 2  ( W o  _  W  ) .  
R  ' "  x  ( T  x  x  t a n  1 1  x  x  t a n  1 1  
(  4 . 3 0 )  
( T  i n  ( 4 . 2 9 )  a n d  ( 4 . 3 0 )  i s ,  
L [ 2  ( ( 1 & ) 2  +  l(~ _  ~)2)1/2 
R  x  x  q  x  x  t a n  f J  
( T  =  L [ 2  ( ( 1 & ) 2  +  l(~ _  ~)2)1/2' 
R  r j J  X  d  X  x t a n O  
w h i c h  i s  t h e  r a t i o  o f  t h e  e d d y - v i s c o s i t y  r e l a t e d  t o  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s  i W  t o  t h e  
e d d y - v i s c o s i t y  r e l a t e d  t o  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s  v w  [ 4 6 ) .  I n  t h e  a b o v e  r e l a t i o n s  r  i s  
t h e  l o c a l  r a d i u s ,  X  s i n  1 1 ,  a n d  R  i s  t h e  l o c a l  r a d i u s  a t  t h e  w a l l ,  x s i n 8 .  
I n  t h e  c o r e  r e g i o n  t h e  a l g e b r a i c  e d d y  v i s c o s i t y  i s  o b t a i n e d  a s ,  
v ,  =  0 . 0 1 6 8 0 ' u .  
r e  
o ·  =  l a  2 x  s i n  1 1 ( 1  - q , )  d l 1  
q f  =  ( U
2  
+  W 2 ) I U .  
( 4 . 3 1 )  
O n c e  t h e  e d d y - v i s c o s i t y  i s  o b t a i n e d  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  m a y  b e  o b t a i n e d  a s  s h o w n  
i n  ( 4 . 2 9 )  a n d  ( 4 . 3 0 ) .  C h a n g e o v e r  f r o m  e q u a t i o n s  ( 4 . 2 9 )  a n d  ( 4 . 3 0 )  t o  e q u a t i o n  
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( 4 . 3 1 )  i s  m a d e  w h e n  t h e  e d d y - v i s c o s i t y  o b t a i n e d  f r o m  ( 4 . 2 9 )  a n d  ( 4 . 3 0 )  i s  g r e a t e r  
t h a n  o r  e q u a l  t o  t h a t  o b t a i n e d  f r o m  ( 4 . 3 1 ) .  
I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  a l t h o u g h  w e  p r e s e n t e d  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  e x p l i c i t l y  
a b o v e ,  i n  p r a c t i c e  t h e y  a r e  i n c l u d e d  i n  t h e  m o m e n t u m  e q u a t i o n s  i m p l i c i t l y  a s  i s  
a l w a y s  t h e  c a s e  w h e n  u s i n g  e d d y - v i s c o s i t y  t y p e  m o d e l s .  
4 . 1 0  
N e a r  W a l l  V a l u e s  f o r  k  a n d  €  
I n  t h e  n e a r  w a l l  r e g i o n  t h e  k  a n d  E  f i e l d s  v a r y  v e r y  r a p i d l y ,  l e a d i n g  t o  l a r g e  r a d i a l  
g r a d i e n t s  [ 7 0 ] .  T o  r e s o l v e  s u c h  g r a d i e n t s  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  h a v e  a n  e x t r e m e l y  f i n e  
m e s h  i n  t h i s  r e g i o n .  A d d i t i o n a l l y  i t  h a s  b e e n  d e m o n s t r a t e d  t h a t  t h e  m o d e l l e d  f o r m  
o f  t h e  d i f f u s i o n  t e r m  i n  t h e  k  e q u a t i o n  g i v e s  p o o r  a g r e e m e n t  w i t h  e x p e r i m e n t a l  d a t a  
i n  t h e  v i s c o u s  r e g i o n  [ 7 1 ] .  T h e r e f o r e  r a t h e r  t h a n  i n t e g r a t e  t h e  k  a n d  E  e q u a t i o n s  t o  
t h e  w a l l ,  a  n e a r  w a l l  p o i n t  i n  t h e  l o g - l a w  r e g i o n ,  a t  b e t w e e n  a  y +  o f  3 0  a n d  1 0 0 ,  i s  
c h o s e n  t o  b e  t h e  c o m p u t a t i o n a l  b o u n d a r y ,  a n d  v a l u e s  f o r  k  a n d  E  a r e  o b t a i n e d  t h e r e  
f r o m  t h e  r e l a t i o n s  ( 2 . 2 4 )  a n d  ( 2 . 2 5 )  d e r i v e d  i n  S e c t i o n  2 . 7 ,  w h i c h  w h e n  e x p r e s s e d  
i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  b e c o m e ,  
k  v
2  
w  =  t  
Z Z C
1
/
2  
'  
"  
C
3
/
4
k
3
/
2  
€ w  =  J J .  w  
I  
(  4 . 3 2 )  
w h e r e  k w  a n d  E w  a r e  t h e  n e a r  w a l l  v a l u e s  f o r  k  a n d  E  r e s p e c t i v e l y .  W e  o b t a i n  v ,  a s ,  
Vt=~12((UO)2+(WO_ W  ) 2 ) 1 / 2  
R  X  x  x t a n / J  '  
(  4 . 3 3 )  
a n d  
R  R  
1 =  l i R l n - ( l  - e x p (  - R l n - R e r H 2  / A ) ) .  
r  r  
( 4 . 3 4 )  
v V e  h a v e  a g a i n  a s s u m e d  t h a t  t h e  o n l y  s i g n i f i c a n t  t e r m s  i n  t h e  n e a r  w a l l  r e g i o n  a r e  
U o / x  a n d  W u / x  - W / x t a n / J .  
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4 . 1 1  B o u n d a r y  C o n d i t i o n s  
T o  c o m p l e t e  t h e  m a t h e m a t i c a l  s p e c i f i c a t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  i t  i s  n e c e s s a r y ,  i n  a d d i -
t i o n  t o  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s ,  t o  p r o v i d e  a p p r o p r i a t e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .  T h e  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  u s e d  a r e ,  
( 1 )  T h e  D i f f u s e r  E n t r a n c e  
T h e  U  a n d  W  p r o f i l e s  a r e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a ,  t h e  V  p r o f i l e ,  
i f  i t  i s  n o t  g i v e n ,  i s  a s s u m e d  t o  b e  z e r o .  T h e  t u r b u l e n t  k i n e t i c  e n e r g y ,  k ,  i s  w h e n  
p o s s i b l e  t a k e n  f r o m  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a ,  o t h e r w i s e  i t  i s  o b t a i n e d  b y  a s s u m i n g  a  
t u r b u l e n c e  k i n e t i c  e n e r g y  a s  a  p e r c e n t a g e  o f  t o t a l  e n e r g y ,  t y p i c a l l y  o f  2 % .  €  a t  t h e  
e n t r a n c e  i s  a s s u m e d  t o  o b e y  t h e  m i x i n g  l e n g t h  r e l a t i o n  g i v e n  i n  e q u a t i o n  ( 4 . 3 2 ) .  
T h e  m i x i n g  I  i s  a s s u m e d  t o  b e  0 . 0 5  o f  t h e  d i f f u s e r  e n t r a n c e  d i a m e t e r .  
A l t h o u g h  n o  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  a r e  s o l v e d  f o r  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s ,  d u e  t o  
t h e  o c c u r r e n c e  o f  t h e  a x i a l  d e r i v a t i v e s  o f  u u ,  u v  a n d  u w  i n  t h e  m o m e n t u m  e q u a t i o n s ,  
i t  i s  n e c e s s a r y  t o  s p e c i f y  t h e m  a t  t h e  e n t r a n c e .  T o  d o  t h i s  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e i r  
a x i a l  g r a d i e n t s  a r e  c o n s t a n t .  
( 2 )  T h e  A x i s  
F r o m  t h e  a x i s y m m e t r y  o f  t h e  f l o w  w e  o b t a i n  t h a t  t h e  e  g r a d i e n t s  o f  U ,  k  a n d  €  
a r e  z e r o ,  a n d  t h a t  V  a n d  W a r e  z e r o .  W e  m u s t  a l s o  s p e c i f y  t h e  v v ,  v w  a n d  u v  .  
R e y n o l d s  s t r e s s e s .  F r o m  e x p e r i m e n t a l  d a t a  i t  s e e m s  r e a s o n a b l e  t o  s e t  v w  a n d  u v  
t o  z e r o ,  a n d  t h e  e  g r a d i e n t  o f  v v  t o  z e r o  [ 1 6 ] .  
( 3 )  T h e  W a l l  
A l l  v e l o c i t i e s  a r e  s e t  i d e n t i c a l l y  t o  z e r o ,  k  a n d  €  a r e  o b t a i n e d  a t  a  n e a r - w a l l  p o i n t  
f r o m  t h e  f o r m u l a t i o n s  g i v e n  i n  ( 4 . 3 2 ) .  R e y n o l d s  s t r e s s e s  a r e  o b t a i n e d  a t  a  n e a r  
w a l l  p o i n t  f r o m  t h e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  e q u a t i o n s ,  w h e n  t h a t  m o d e l  i s  b e i n g  
u s e d .  
( 4 )  T h e  E x i t  
A l l  a x i a l  g r a d i e n t s  a r e  s e t  t o  z e r o .  
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T h e  b o u n d a r y  v a l u e s  f o r  p r e s s u r e  w i l l  b e  d e a l t  w i t h  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n ,  a s  t h e y  
a r e  d e p e n d e n t  o n  t h e  w a y  t h e  P o i s s o n  e q u a t i o n  i s  c o n s t r u c t e d .  W h e n  t h e  r e d u c e d  
o r  t h e  p a r t i a l l y - r e d u c e d  e q u a t i o n s  a r e  b e i n g  u s e d  t h e  e x i t  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  g i v e n  
a b o v e  i s  n o t  r e q u i r e d .  
C h a p t e r  5  
M e t h o d  o f  s o l u t i o n  
5 . 1  I n t r o d u c t i o n  
D u r i n g  t h e  c o u r s e  o f  t h e  c u r r e n t  p r o j e c t  t h r e e  n u m e r i c a l  s c h e m e s  h a v e  b e e n  d e v e l -
o p e d .  T h e  e q u a t i o n  t y p e s  a n d  f l o w  r e g i m e s  t h a t  e a c h  o f  t h e  s c h e m e s  a r e  u s e d  f o r  
a r e  s u m m a r i z e d  i n  T a b l e  5 . 1 .  A  b r i e f  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  t h r e e  s c h e m e s  f o l l o w s .  
5 . 1 . 1  S i n g l e - S w e e p  
I n  t h i s  s c h e m e ,  p r e s e n t e d  i n  d e t a i l  i n  A r m f i e l d  a n d  F l e t c h e r  [ 3 8 ] ,  i n c l u d e d  i n  t h e  
a p p e n d i x ,  t h e  d o m a i n  i s  s w e p t  o n c e  i n  t h e  a x i a l  d i r e c t i o n .  A t  e a c h  a x i a l  l o c a t i o n  t h e  
v a l u e s  o f  a l l  t h e  v a r i a b l e s  a r e  o b t a i n e d  i n  s e q u e n c e  f r o m  t h e i r  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s ,  
u s i n g ,  w h e r e  n e c e s s a r y ,  v a l u e s  o f  t h e  v a r i a b l e s  a t  t h e  p r e v i o u s  a x i a l  l o c a t i o n .  T h e  
g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  f o r  e a c h  v a r i a b l e  a r e  a s  f o l l o w s .  U  i s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  U  
m o m e n t u m  e q u a t i o n ,  W  f r o m  t h e  W  m o m e n t u m  e q u a t i o n  a n d  V  f r o m  t h e  c o n t i n u i t y  
e q u a t i o n .  T h e  p r e s s u r e  i s  s p l i t  i n t o  t w o  c o m p o n e n t s ,  o n e  o f  w h i c h  i s  i n t e r p r e t e d  a s  
b e i n g  t h e  p r e s s u r e  a t  t h e  a x i s ,  a n d  t h e  o t h e r  t h e  r a d i a l  v a r i a t i o n  o f  p r e s s u r e .  T h e  
p r e s s u r e  a t  t h e  a x i s  i s  o b t a i n e d  b y  e n f o r c i n g  t h e  m a s s - f l o w  c o n s t r a i n t ,  i n  t h e  s a m e  
w a y  a s  i t  i s  o b t a i n e d  i n  t h e  m u l t i - s w e e p  s c h e m e  d e s c r i b e d  i n  t h e  p r e s e n t  c h a p t e r .  
T h e  r a d i a l  v a r i a t i o n  i n  p r e s s u r e  i s  r e l a t e d  d i r e c t l y  t o  t h e  s w i r l  v i a  e q u a t i o n  ( 4 . 2 6 ) .  
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A l l  e q u a t i o n s  a r e  d i s c r e t i z e d  u s i n g  c e n t r e d  s e c o n d  o r d e r  d i f f e r e n c e s  f o r  t h e  l i n e a r  
t e r m s .  
W h e n  n o n - l i n e a r  t e r m s  a r e  n o t  a v a i l a b l e  a t  t h e  c e n t r e d  x  l o c a t i o n  t h e y  
a r e  p r o j e c t e d .  T h i s  r e s u l t s  i n  t r i d i a g o n a l  s y s t e m s  f o r  t h e  U  a n d  W  m o m e n t u m  
e q u a t i o n s ,  a n d  b i d i a g o n a l  s y s t e m s  f o r  t h e  c o n t i n u i t y  e q u a t i o n  a n d  e q u a t i o n  ( 4 . 2 6 ) ,  
t h e  r e d u c e d  f o r m  o f  t h e  V  m o m e n t u m  e q u a t i o n .  T h e  e q u a t i o n s  a r e  t h e n  i n v e r t e d  i n  
t h e  f o l l o w i n g  w a y  a n d  o r d e r  a t  e a c h  a x i a l  l o c a t i o n  x  =  x n .  T h e  d i s c r e t i z e d  f o r m  o f  
t h e  W  m o m e n t u m  e q u a t i o n  i s  i n v e r t e d  i n  t w o  r a d i a l  s w e e p s  t o  g i v e  t h e  n e w  v a l u e s  o f  
~V a t  x  =  x n + 1 .  T h e  r a d i a l  p r e s s u r e  v a r i a t i o n  i s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  d i s c r e t i z e d  f o r m  
o f  e q u a t i o n  ( 4 . 2 6 ) ,  i n t e g r a t e d  i n  a  s i n g l e  r a d i a l  s w e e p .  T h e  U  m o m e n t u m  e q u a t i o n  
i s  i n t e g r a t e d  u s i n g  t h e  m o s t  r e c e n t  v a l u e  o f  t h e  r a d i a l  v a r i a t i o n  i n  p r e s s u r e ,  t o  o b t a i n  
u n + l  i m p l i c i t l y  i n  t e r m s  o f  t h e  a x i a l  p r e s s u r e  v a r i a t i o n .  T h e  a x i a l  p r e s s u r e  i s  t h e n  
o b t a i n e d  f r o m  t h e  m a s s  f l o w  c o n s t r a i n t ,  a n d  b a c k  s u b s t i t u t i o n  u s e d  t o  g i v e  u n + ! .  
v n + l  i s  o b t a i n e d  b y  i n t e g r a t i n g  t h e  c o n t i n u i t y  e q u a t i o n  i n  a  s i n g l e  r a d i a l  s w e e p ,  
u s i n g  t h e  m o s t  r e c e n t l y  c a l c u l a t e d  v a l u e s  o f  u n + l .  T h i s  p r o c e s s  i s  r e p e a t e d  a t  
e a c h  a x i a l  l o c a t i o n  u n t i l  t h e  e n t i r e  d o m a i n  i s  s w e p t  i n  a  s i n g l e  m a r c h .  
T h e  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e  h a s  o n l y  b e e n  u s e d  t o  s o l v e  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s .  
v V h e n  i t  h a s  b e e n  a t t e m p t e d  t o  u s e  i t  t o  s o l v e  e i t h e r  t h e  p a r t i a l l y  r e d u c e d  o r  t h e  
f u l l  e q u a t i o n s  t h e  m i n i m u m  m a r c h i n g  s t e p  s i z e  s t a b i l i t y  r e s t r i c t i o n  d i s c u s s e d  i n  
C h a p t e r  6  h a s  m a d e  i t  i m p o s i b l e  t o  o b t a i n  b o t h  s u f f i c i e n t  r e s o l u t i o n  a n d  a  s t a b l e  
s o l u t i o n .  
5 . 1 . 2  Q u a s i - M u l t i - S w e e p  
T h i s  s c h e m e ,  d e s c r i b e d  i n  d e t a i l  i n  A r m f i e l d  a n d  F l e t c h e r  [ 4 9 ] ,  i n c l u d e d  i n  t h e  
a p p e n d i x ,  i s  u s e d  t o  s o l v e  t h e  p a r t i a l l y  r e d u c e d  e q u a t i o n s .  
I t  m a k e s  m u l t i p l e  
s w e e p s  o f  t h e  d o m a i n  a n d  s o l v e s  f o r  a l l  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  e x c e p t  t h e  p r e s s u r e  i n  
e x a c t l y  t h e  s a m e  m a n n e r  a s  t h e  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e .  T h e  p r e s s u r e  i s  s t o r e d  o v e r  
t h e  e n t i r e  d o m a i n ,  a l l o w i n g  t h e  p r e s s u r e  d e r i v a t i v e  i n  t h e  U  m o m e n t u m  e q u a t i o n  
t o  b e  f o r w a r d  d i f f e r e n c e d ,  a n d  t h e  n e w  v a l u e s  o b t a i n e d  d u r i n g  e a c h  s w e e p  u s e d  t o  
r e l a x  t h e  s t o r e d  f i e l d .  T h e  a x i a l  p r e s s u r e  i s  o b t a i n e d  b y  e n f o r c i n g  a  m a s s  f l o w  
c o n s t r a i n t ,  a l s o  i n  t h e  s a m e  m a n n e r  a s  i n  t h e  s i n g l e  s w e e p  s c h e m e ,  w h i l e  t h e  r a d i a l  
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v a r i a t i o n  i n  p r e s s u r e  i s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  d i s c r e t i z e d  v e r s i o n  o f  e q u a t i o n  ( 4 . 2 2 ) ,  
i n t e g r a t e d  u s i n g  a  s i n g l e  r a d i a l  s w e e p .  
T h u s  w h e n  t h e  q u a s i - m u l t i - s w e e p  s c h e m e  i s  u s e d  m u l t i p l e  s w e e p s  o f  t h e  d o m a i n  
a r e  m a d e ,  w i t h  o n l y  t h e  p r e s s u r e  s o l u t i o n  s t o r e d  a n d  r e l a x e d ,  u n t i l  a  c o n v e r g e d  
p r e s s u r e  s o l u t i o n  i s  o b t a i n e d .  O n e  f i n a l  s w e e p  o f  t h e  d o m a i n  m a y  b e  m a d e ,  u s i n g  t h e  
c o n v e r g e d  p r e s s u r e  s o l u t i o n ,  t o  o b t a i n  t h e  r e m a i n i n g  v a r i a b l e s .  T h e  q u a s i - m u l t i -
s w e e p  s c h e m e  m a y  b e  u s e d  t o  s o l v e  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s ,  b u t  w h e n  i t  i s  u s e d  
t o  s o l v e  t h e  f u l l  e q u a t i o n s  a  s i m i l a r  m i n i m u m  s t e p - s i z e  s t a b i l i t y  r e s t r i c t i o n  t o  t h a t  
e n c o u n t e r e d  w h e n  t h e  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e  i s  u s e d  t o  s o l v e  t h e  f u l l  e q u a t i o n s  m a k e s  
i t  d i f f i c u l t  t o  o b t a i n  s u f f i c i e n t  r e s o l u t i o n  a n d  a  s t a b l e  s o l u t i o n .  
I n  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n  i t  h a s  b e e n  f o u n d  t h a t ,  f o r  t h o s e  f l o w s  c o n s i d e r e d ,  
n o  a d v a n t a g e  h a s  b e e n  g a i n e d  b y  u s i n g  t h e  q u a s i - m u l t i - s w e e p  s c h e m e ,  s i n c e  i t  h a s  
o n l y  b e e n  c a p a b l e  o f  s i m u l a t i n g  t h o s e  f l o w s  t h a t  m a y  a l s o  b e  s i m u l a t e d  u s i n g  t h e  
s i n g l e - s w e e p  s c h e m e .  
p u r s u e d .  
F o r  t h i s  r e a s o n  d e v e l o p m e n t  o f  t h i s  s c h e m e  h a s  n o t  b e e n  
5 . 1 . 3  M u l t i - S w e e p  
I n  t h i s  s c h e m e ,  d e s c r i b e d  i n  d e t a i l  i n  t h e  p r e s e n t  c h a p t e r ,  a l l  v a r i a b l e s  a r e  s t o r e d  a t  
a l l  l o c a t i o n s  i n  t h e  d o m a i n .  E a c h  d e p e n d e n t  v a r i a b l e  i s  o b t a i n e d  s e q u e n t i a l l y  f r o m  
i t s  o w n  e q u a t i o n ,  w i t h  r e m a i n i n g  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  i n  t h a t  e q u a t i o n  o b t a i n e d  
f r o m  t h e  s t o r e d  s o l u t i o n s .  T h e  n e w  v a l u e s  o f  e a c h  v a r i a b l e  a r e  t h e n  u s e d  t o  
r e l a x  t h e  s t o r e d  s o l u t i o n s .  T o  p r o v i d e  a n  i n i t i a l  s o l u t i o n  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h o s e  
v a r i a b l e s  g i v e n  a t  t h e  d i f f u s e r  e n t r a n c e  a r e  c o n s t a n t  f o r  t h e  e n t i r e  d o m a i n ,  w h i l e  
t h e  r e m a i n i n g  v a r i a b l e s  a r e  s e t  t o  z e r o .  
T h e  p r e s s u r e  i s  t r e a t e d  a s  a  s p e c i a l  v a r i a b l e .  T h u s  w h i l e  a l l  t h e  o t h e r  v a r i a b l e s  
a r e  o b t a i n e d ,  a n d  t h e  s t o r e d  s o l u t i o n s  r e l a x e d ,  i n  a  s i n g l e  s w e e p  i n  a  m a n n e r  v e r y  
s i m i l a r  t o  t h a t  u s e d  i n  t h e  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e ,  t h e  p r e s s u r e  i s  o b t a i n e d  f r o m  a  
P o i s s o n  e q u a t i o n  m a k i n g  s e v e r a l  s w e e p s  o f  t h e  d o m a i n ,  w h i l e  t h e  v a l u e s  o f  a l l  o t h e r  
v a r i a b l e s  a r e  h e l d  f i x e d .  
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T a b l e  5 . 1 :  T a b l e  o f  N u m e r i c a l  S c h e m e s  
N u m e r i c a l  S c h e m e  F l o w  T y p e  
E q u a t i o n  S e t  
S i n g l e - s w e e p ,  P a r a b o l i c  R e d u c e d  e q u a t i o n s  
,  
[ 1 0 ] .  ( 4 . 2 1 ) (  4 . 2 3 ) (  4 . 2 4 ) (  4 . 2 6 ) .  
Q u a s i - m u l t i - s w e e p ,  P a r a b o l i c  P a r t i a l l y  r e d u c e d  e q u a t i o n s  
[ 4 9 ] .  
( 4 . 2 1 )  t o  ( 4 . 2 4 ) ,  
o r  r e d u c e d  e q u a t i o n s .  
M u l t i - s w e e p ,  E l l i p t i c  F u l l  e q u a t i o n s  
i  
p r e s e n t  c h a p t e r  
( 4 . 1 )  t o  ( 4 . 4 )  o r  ( 4 . 2 1 ) ,  t o  ( 4 . 2 1 ) .  
o r  P a r a b o l i c  o r  p a r t i a l l y  r e d u c e d  e q u a t i o n s  
o r  r e d u c e d  e q u a t i o n s  
T h e  m u l t i - s w e e p  s c h e m e  i s  t h e  o n l y  s c h e m e  t h a t  c a n  s o l v e  t h e  f u l l  e q u a t i o n s  w i t h  
n o  m i n i m u m  s t e p - s i z e  s t a b i l i t y  r e s t r i c t i o n ,  b u t  c a n  a l s o  b e  u s e d  t o  s o l v e  t h e  p a r -
t i a l l y  r e d u c e d  a n d  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s .  A  d e t a i l e d  p r e s e n t a t i o n  o f  t h i s  m e t h o d  
f o l l o w s .  
T h e  d o m a i n  i s  d i s c r e t i z e d  a s  s h o w n  i n  F i g u r e  5 . 1 ,  t h e  i n d e x  n  i s  u s e d  t o  i n d i c a t e  
l o c a t i o n  i n  t h e  a x i a l  d i r e c t i o n ,  w i t h  n  =  1  t h e  d i f f u s e r  e n t r a n c e ,  n  =  N  t h e  d i f f u s e r  
e x i t ,  i  i n d i c a t e s  l o c a t i o n  i n  t h e  e  d i r e c t i o n ,  w i t h  i  =  1  t h e  a x i s  a n d  i  =  J {  t h e  
d i f f u s e r  w a l l .  V a l u e s  o f  v a r i a b l e s  a t  t h e  n o d a l  p o i n t  ( n ,  i )  a r e  g i v e n  a s ,  f o r  i n s t a n c e  
x
n
,  e ;  a n d  u n ;  a n d  s o  o n .  I n d e x e s  m a y  o c c u r  a s  e i t h e r  s u p e r s c r i p t  o r  s u b s c r i p t ,  a n d  
n o w  h a v e  n o  r e l a t i o n  t o  c o n t r a v a r i a n t  a n d  c o v a r i a n t  q u a n t i t i e s .  W h e n  v a l u e s  o f  
d e p e n d a n t  v a r i a b l e s  a r e  r e q u i r e d  a t  o t h e r  t h a n  n o d a l  p o i n t s  t h e y  a r e  o b t a i n e d  b y  
l i n e a r  i n t e r p o l a t i o n .  
5 . 2  D i s c r e t i z a t i o n  
I  
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T r u n c a t e d  T a y l o r  s e r i e s  a r e  u s e d  t o  c o n v e r t  d i f f e r e n t i a l  t e r m s  i n  t h e  g o v e r n i n g  e q u a -
t i o n s  i n  t h e  f o l l o w i n g  w a y ,  a l l  s e c o n d  d e r i v a t i v e s  a r e  a p p r o x i m a t e d  b y  s e c o n d  o r d e r  
c e n t r a l  d i f f e r e n c e s  a s ,  
.  U
i
+
1  
_  U
i  
U
i  
_  U
i
-
1  
l l . B i + I  +  l l . B
i  
U o o ( x n , B ' ) = (  l l . B i + l  - A n ;  ) n j (  "  ) + 0 ( l l . B
2
) ,  
=  ( S D ) i j U P ,  
w h e r e  l l . B 2  =  l l . B  x  l l . B ,  a n d  l l . B
i  
=  B i  - B i - l .  I n  o p e r a t o r  e x p r e s s i o n s  s u c h  a s  t h o s e  
a b o v e  a  r e p e a t e d  i n d i c e  i n  t h e  u p p e r  a n d  l o w e r  p o s i t i o n s  i m p l i e s  a  s u m m a t i o n .  
F i r s t  d e r i v a t i v e s  o c c u r i n g  i n  v i s c o u s  l i k e  t e r m s  a r e  a p p r o x i m a t e d  b y  c e n t r a l  
d i f f e r e n c e s  a s ,  
.  U
i
+
1  
_  U
i
-
1  
U o ( x n ,  B ' )  =  ( l l . B
i
+
1  
+  l l . B i ) n  +  O ( l l . B ) ,  
=  D i j U ' !  
J  '  
C H A P T E R  5 .  M E T H O D  O F  S O L U T I O N  
8 2  
w h i l e  t h o s e  o c c u r i n g  i n  t h e  c o n v e c t i v e  t e r m s  a r e  a p p r o x i m a t e d  b y  a  h y b r i d  c e n -
t r a l / u p w i n d  s c h e m e ,  w h i c h  u s e s  s i n g l e  s i d e d  d i f f e r e n c e s  o f  t h e  f o r m ,  
.  U
i
+ !  _  U
i  
U o ( x n , B ' )  =  (  A  A;~' ) n  +  Q(~B), 
=  D + i j U j .  
U
i  
U
i
-
1  
U o (  x n ,  B i )  =  (  - : - A ;  ) n  +  Q (  ~B), 
=  D - i j u , : .  
J  
w h e n  t h e  d e r i v a t i v e s  a r e  u p w i n d e d .  D e r i v a t i v e s  i n  t h e  x  d i r e c t i o n  a r e  t r e a t e d  i n  
t h e  s a m e  m a n n e r .  
T h e  h y b r i d  d i f f e r e n c i n g  s c h e m e  f o r  c o n v e c t i v e  t e r m s  i s  a s  f o l l o w s  [ 7 2 ] .  I f  t h e  
c e l l  R e y n o l d s  n u m b e r ,  R e
e
,  i s  m o r e  t h a n  2  t h e  c o n v e c t i v e  t e r m s  a r e  e x p r e s s e d  a s  
u p w i n d  d e r i v a t i v e s ,  o t h e r w i s e  t h e y  a r e  c e n t r a l  d i f f e r e n c e d ,  i . e .  f o r  t h e  c o n v e c t i v e  
t e r m  V U
o
,  
R e
e  
<  2  
V i U
i  
=  v j  D i j U ·  
o  J '  
R e
e
>  2  
R e
e  
>  2  
V i >  Q  
V i  <  Q  
V i U j  =  D - i j U
j
,  
v i u j  =  D + i j U
j
.  
T h e  R e
e  
n u m b e r  i s  d e f i n e d  t o  b e ,  f o r  t h e  V  c o n v e c t i v e  t e r m ,  
R e
e  
=  Vx~B 
v e f J  
a n d  s i m i l a r l y  f o r  t h e  U  c o n v e c t i v e  t e r m s .  
E a c h  o f  t h e  m o m e n t u m  e q u a t i o n s  t o g e t h e r  w i t h  t h e  k  a n d  E  e q u a t i o n s  i s  s o l v e d  i n  
t h e  s a m e  m a n n e r .  T h u s  w e  w i l l  p r e s e n t  t h e  m e t h o d  i n  d e t a i l  f o r  t h e  U  m o m e n t u m  
e q u a t i o n  o n l y .  
5 . 3  U  - M o m e n t u m  E q u a t i o n  
' W h e n  t h e  U  m o m e n t u m  e q u a t i o n  ( 4 . 6 )  i s  d i f f e r e n c e d  u s i n g  t h e  d i s c r e t i z a t i o n s  g i v e n  
a b o v e  a n  e q u a t i o n  a t  e a c h  l o c a t i o n  ( x n ,  B i )  o f  t h e  f o l l o w i n g  f o r m  i s  o b t a i n e d .  
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. u
n i  
. D i j U
n  
u m  _ _  + v m  _ _  J  
~x X  
(  
u n i  S D i j U > : ,  
- V e l !  2 - - +  J  
~X2 x
2  
D i j U j  2 u n i 1  
+  - - -
x
2  
t a n  8
i  
x
2  
( 5 . 1 )  
_Dij(V,)~ ( D
i i
U
j
1  =  
J  x 2  
U
n i  
U
n
-
l i  
_  ( p n + 1 i  - p n i )  +  ( ( v n ' ) 2  +  ( w n i ) 2 )  
~x ~x x
2  
[
( U
n
+
I i  
+  u n - l i )  2 ( U
n
+ 1 i  - u n - h )  2 D
i j
V P  2 v n i  1  
+ V e J J  ~X2 +  2~x - x
2  
- - x 2 " " t - a - n " " " 8 i  
2 ( v r + I i  - v r -
l i
)  ( U
n
+
I i  
- U
n
-
l i
)  D i j  V  n  [ _  v n i  ( v n + I i  - V
n
-
l i
) 1  
+  - .  - .  +  ( ' ) j  2  +  2  "  .  
X  x  ' - " x  
I n  t h e  a b o v e  s y s t e m  x  =  x n ,  ~x i s  a s s u m e d  c o n s t a n t  a n d  t h e  U  a n d  V  c o n v e c t i v e  
t e r m s  h a v e  b e e n  u p w i n d e d  ,  w i t h  t h e  r e s p e c t i v e  v e l o c i t i e s  a s s u m e d  t o  b e  p o s i t i v e ,  
w h i c h  h a s  o n l y  b e e n  d o n e  t o  e n a b l e  a n  e x p r e s s i o n  t o  b e  w r i t t e n  d o w n ,  i n  p r a c t i s e  a  
t e s t  m u s t  b e  m a d e  t o  d e t e r m i n e  h o w  t h e s e  t e r m s  a r e  d i f f e r e n c e d .  A s  c a n  b e  s e e n  
t h e  a b o v e  s y s t e m  h a s  b e e n  w r i t t e n  t o  s e p a r a t e  u n  f r o m  t h e  r e m a i n i n g  t e r m s ,  a n d  
c a n  b e  c o n v e n i e n t l y  w r i t t e n  i n  m a t r i x  f o r m  a s ,  
Aiju~ =  B
n i  
J  '  
( 5 . 2 )  
w h e r e  f o r  e a c h  f i x e d  n  A  i s  a  t r i d i a g o n a l  m a t r i x ,  a n d  B  i s  a  c o l u m n  v e c t o r  o b t a i n e d  
f r o m  t h e  s t o r e d  v a l u e s  o f  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s .  
N o w  i f  w e  c o n s i d e r  t h e  s y s t e m  ( 5 . 2 )  w i t h  n  f i x e d  a n d  s u m m a t i o n  o n  j  ,  f o r  e a c h  
i  =  2 ,  K  - 1  w e  h a v e  a  s y s t e m  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s  i n  t h e  t e r m s  U [ : " l >  U t ,  U
i
+
1  
,  t h a t  
i s  k  - 2  e q u a t i o n s  i n  k  - 1  u n k n o w n s ,  s i n c e  w e  a l r e a d y  h a v e  t h e  b o u n d a r y  v a l u e ,  
U i  f o r  i  =  K ,  i s  z e r o .  T o  o b t a i n  t h e  r e q u i r e d  a d d i t i o n a l  e q u a t i o n  w e  m a k e  u s e  o f  
t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  U s  =  0  a t  t h e  a x i s ,  a n d  e i t h e r  m a k e  a n  e x t r a p o l a t i o n  t o  
g i v e  U
i  
,  f o r  i  =  0 ,  o r  u s e  L ' H o p i t a l ' s  r u l e  t o  r e m o v e  t h e  s i n g u l a r i t i e s  a t  8  =  0  i n  
t h e  m o m e n t u m  e q u a t i o n .  B o t h  m e t h o d s  h a v e  b e e n  u s e d  w i t h  v e r y  l i t t l e  d i f f e r e n c e  
f o r  t h e  f l o w s  c o n s i d e r e d ,  a n d  t h e r e f o r e  f o r  r e a s o n s  o f  s i m p l i c i t y  t h e  f i r s t  m e n t i o n e d  
m e t h o d  i s  p r e f e r r e d .  
W i t h  t h e  a d d i t i o n a l  e q u a t i o n  w e  h a v e  t h e  s a m e  n u m b e r  o f  e q u a t i o n s  a s  u n -
k n o w n s .  T h e  m a t r i x  o p e r a t o r  A  a s  d e f i n e d ,  u s i n g  t h e  h y b r i d  c e n t r a l / u p w i n d  
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d i f f e r e n c e  s c h e m e ,  i s  a  d i a g o n a l l y  d o m i n a n t  t r i - d i a g o n a l  m a t r i x ,  a s  i s  d e m o n s t r a t e d  
i n  S e c t i o n  6 . 4 . 3 .  A l l  t h e  v a l u e s  o n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  a r e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  s t o r e d  
f i e l d s .  T h u s  t h e  s y s t e m  ( 5 . 2 )  m a y  b e  i n v e r t e d  u s i n g  f o r w a r d  e l i m i n a t i o n  a n d  b a c k  
s u b s t i t u t i o n  t o  o b t a i n  t h e  v a l u e s  U t .  T h i s  i s  t h e n  u s e d  t o  r e l a x  t h e  s t o r e d  v a l u e  
U / . L , n  a s ,  
U ! , , ! ' + 1  =  ( U ! '  - U ! " " ) R x  +  U n , ! ,  
,  I '  t  
( 5 . 3 )  
I N h e r e  R x  i s  t h e  r e l a x a t i o n  p a r a m e t e r .  
5 . 4  A x i a l  P r e s s u r e  G r a d i e n t  
T o  o b t a i n  t h e  a x i a l  p r e s s u r e  g r a d i e n t  w e  s p l i t  t h e  p r e s s u r e  i n t o  ( P x ) ,  t h e  0  i n d e -
p e n d e n t  c o m p o n e n t  o f  P ,  a n d  ( P O ) ,  t h e  0  d e p e n d e n t  c o m p o n e n t .  W e  c h o o s e  ( P x )  
t o  b e  t h e  p r e s s u r e  a t  t h e  w a l l .  T h e n  w e  w r i t e  e q u a t i o n  ( 5 . 2 )  a s ,  
A ; j U j  =  f > . ( p x ) n + l / f > . x  +  D n ; ,  
w h e r e  ( P O )  a n d  a l l  t h e  o t h e r  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s ,  a p a r t  f r o m  u n ; ,  a r e  c o n t a i n e d  
i n  t h e  m a t r i x  D ,  a n d  o b t a i n e d  f r o m  t h e  s t o r e d  f i e l d s .  W e  t h e n  i n v e r t  t h e  a b o v e  
e x p r e s s i o n  t o  o b t a i n  t w o  v e c t o r s  a t  e a c h  a x i a l  l o c a t i o n ,  F  a n d  G ,  w h e r e ,  
F i  =  ( A - 1 ) ; j D ) ,  
G
i  
=  ( A -
1
) ; j l
j
,  
w h e r e l ;  i s  t h e  u n i t  c o l u m n  v e c t o r .  
W e  m a y  t h e n  w r i t e  U  i n  t e r m s  o f  F  a n d  G a s ,  
U t  =  F t  +  G i  f > . (  P x  t +
1  
/  f > . x  
( 5 . 4 )  
a n d  t h e n  u s e  F  a n d  G  t o  o b t a i n  ( P x )  i n  t h e  f o l l o w i n g  m a n n e r  [ 5 0 ] , [ 7 3 ] .  
I f  w e  t a k e  t h e  e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y  a n d  i n t e g r a t e  w i t h  r e s p e c t  t o  0  a n d  x  w e  
c a n  o b t a i n  t h e  m a s s  f l o w  c o n s t r a i n t ,  i . e .  
f o e  ( s i n O  ( x
2
U ) x / x  +  ( s i n O V ) o ) d O  =  0  
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T h e n  s i n c e  V  =  0  a t  b o t h  B  =  0  a n d  B  =  0  t h e  s e c o n d  p a r t  o f  t h e  a b o v e  i n t e g r a l  i s  
z e r o ,  i n t e g r a t i n g  w i t h  r e s p e c t  t o  x  w e  g e t ,  
[ G  
l o  s i n B x
2
U  d B  =  C ,  
t h e  c o n s t a n t  o f  i n t e g r a t i o n  C  i s  t h e  m a s s  f l o w ,  w h i c h  m u s t  r e m a i n  t h e  s a m e  f o r  a l l  
x ,  f o r  s t e a d y  f l o w ,  a n d  c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  p r o f i l e  a t  t h e  d i f f u s e r  
e n t r a n c e .  I f  w e  n o w  s u b s t i t u t e  t h e  f o r m  f o r  U  g i v e n  i n  ( 5 . 4 )  a b o v e  w e  c a n  o b t a i n ,  
f o G  s i n  B X 2 ( F  +  G ! : : : . ( P x t + 1 j ! : : : . x )  d B  =  C  
S i n c e  t h e  o n l y  u n k n o w n  i n  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n  i s  ! : : : . ( P x ) n + 1 j  ! : : : . x n + 1  a n d  i t  I S  a  
c o n s t a n t  w i t h  r e s p e c t  t o  B  t h e  a b o v e  e q u a t i o n  m a y  b e  m a n i p u l a t e d  t o  g i v e ,  
! : : : . ( P x  t + 1  j ! : : : . x  =  C  - f o G  x
2  
s i n  B F  d B  
f o G  x
2  
s i n  B G  d B  
( 5 . 5 )  
v V e  m a y  t h e n  o b t a i n  ( P x  ) n + 1 ,  t h e  w a l l  p r e s s u r e  a t  x  =  x n + 1 ,  f r o m  ! : : : . ( P x  ) n + 1  j  ! : : : . x n + 1 ,  
t h e  a x i a l  p r e s s u r e  g r a d i e n t  a t  t h e  w a l l ,  b y  m a k i n g  t h e  p r e s s u r e  a t  t h e  w a l l  a t  t h e  
d i f f u s e r  e n t r a n c e  a  z e r o  r e f e r e n c e  p r e s s u r e .  
T h e  i n t e g r a l s  i n  ( 5 . 5 )  a r e  i n t e g r a t e d  n u m e r i c a l l y  i n  t h e  f o l l o w i n g  w a y .  
I n  t h e  i n t e r v a l  B i  <  B  <  B i  +  ! : : : . B  F  i s  w r i t t e n  a s ,  
t h e n  
F (  B )  =  F i  +  ( B  - B
i
)  ! : : : . F i + 1  
! : : : . B
i
+
1  
I a
B i + M  ! : : : . F , .  
x
2  
s i n  B (  F i  +  ( B  - B
i
)  A B ' + l )  d B  =  
S i  J J .  i + l  
x
2  
[ - F ;  c o s  B  +  (  - B  c o s  B  +  s i n  B  +  B i  c o s  B )  ! : : : . F i + 1 ]  B i + 6 B  
! : : : . B i + 1  B i  
2 F .  (  B  s i n e  B i  +  ! : : : . B
i
+
1
)  s i n  B i  )  
=  x  i  c o s  i  - +  - - ; - ; ; - - - ' -
! : : : . B
i
+
1  
! : : : . B
i
+
1  
2 F .  (  ( B  A B  )  s i n e  B i  +  ! : : : . B
i
+ 1 )  s i n  B i  )  
+ x  i + 1  - c o s  i  +  L >  i + 1  +  - - - ; - ; ; - - - ' -
! : : : . B
i
+
1  
! : : : . B
i
+
1  
a n d  s u m m i n g  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n  f r o m  i  =  1  t o  K  - 1  g i v e s  t h e  r e s u l t .  
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5 . 5  P r e s s u r e  E q u a t i o n  
N o w  w e  h a v e  a  m e a n s  o f  o b t a i n i n g  n e w  v a l u e s  f o r  u n  a n d  ( P x ) n ,  w e  n e e d  a  m e t h o d  
o f  o b t a i n i n g  t h e  p r e s s u r e  i n  t h e  f l o w .  T o  d o  t h i s  w e  c o n s t r u c t  a  P o i s s o n  e q u a t i o n ,  
w h i c h  i s  d o n e  i n  t h e  f o l l o w i n g  w a y .  
C o n s i d e r  t h a t  w e  c a n  i n v e r t  t h e  U  a n d  V  m o m e n t u m  e q u a t i o n s  t o  o b t a i n  U  a n d  
V  i n  t h e  f o r m ,  
U  =  h ( P
x
) ,  
V  =  k ( P
o
) ,  
w h e r e  h  a n d  k  a r e  l i n e a r  f u n c t i o n a l s .  N o w  i f  w e  s u b s t i t u t e  U  a n d  V  r e p r e s e n t e d  a s  
a b o v e  i n t o  t h e  c o n t i n u i t y  e q u a t i o n  w e  g e t ,  
( h ( P x ) ) x  +  2 ( h ( P x ) )  +  ( k ( P o ) ) o  +  k ( P
o
)  =  0  
x  x  x  t a n O  .  
( 5 . 6 )  
N o w  w e  w r i t e  P  a s  p v  +  p c  w h e r e  p v  i s  t h e  s t o r e d  v a l u e  o f  P .  I f  t h e  s o l u t i o n  
p "  d o e s  n o t  s a t i s f y  ( 5 . 6 )  a b o v e ,  t h e n  p c  i s  t h e  c o r r e c t i o n  n e e d e d  t o  b e  m a d e  s o  t h a t  
i t  d o e s .  S i n c e  h a n d  k  a r e  l i n e a r  ( 5 . 6 )  m a y  b e  w r i t t e n  a s ,  
h ( P : x )  +  2 h ( P ; )  +  k ( P
o o
)  I
k
( P 9 )  _  
x  x  x  t a n O  -
- h ( P ; x )  _  2 h ( P ; )  _  k ( P B ' o )  _  k ( P ; )  
x  x  x t a n O '  
( 5 . 7 )  
W e  c a n  n o w  r e p l a c e  h ( P ; )  a n d  h ( P B ' )  w i t h  U "  a n d  V " ,  t h e  s t o r e d  v a l u e s  o f  U  a n d  
V ,  t o  g e t ,  
h ( P C  )  +  2 h ( P x )  +  k ( P
o o
)  +  k ( P 9 )  =  
x x  x  x  x t a n O  
( 5 . 8 )  
2 U "  V ; "  V "  
_ U v  _ _ _ _  o  _ _ _  ~ 
x  X  x  x t a n O  
h a n d  k  c a n  b e  o b t a i n e d  w h e n  t h e  m o m e n t u m  e q u a t i o n s  a r e  i n v e r t e d  t o  o b t a i n  
U  a n d  V ,  a n d  w i l l  b e  n o n - d i a g o n a l  m a t r i c e s  i n  t h e  d i s c r e t i z e d  f o r m .  H o w e v e r  t o  
s i m p l i f y  t h e  e v a l u a t i o n  o f  ( 5 . 8 )  o n l y  t h e  d i a g o n a l  c o m p o n e n t s  a r e  u s e d  [ 7 4 ] ,  g i v i n g  
f o r  h ,  .  
h i  =  - 8
i j
( A
i
j ) - l ,  
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w h e r e  t h e  A  i s  t h e  l e f t  h a n d  s i d e  t r i d i a g o n a l  m a t r i x  i n  e q u a t i o n  ( 5 . 2 ) ,  a n d  s i m i -
l a r l y  f o r  k ,  u s i n g  t h e  l e f t  h a n d  s i d e  t r i d i a g o n a l  m a t r i x  i n  e q u a t i o n  ( 5 . 1 1 ) ,  t h e  V  
m o m e n t u m  e q u a t i o n .  
T h i s  a l l o w s  t h e  d i s c r e t i z e d  v e r s i o n  o f  e q u a t i o n  ( 5 . 8 )  t o  b e  w r i t t e n  a s ,  
( p ; " ' n + 1  _  2 P , c , n  +  p , c , n - l )  ( P t ' n + l  _  p , " ' n )  
h i  . 0  +  2 h i  I I  
x  x  x  
(
p c , n  p c , n )  
+ k i S D i j  p c , n  +  k
i  
i + 1  ~ i .  
J  X  t a n  B ' l l B , + l  
(
u~,n _  U~,n-l) U~,n ( y " , n  _  y " , n )  y " , n  
t  t  _  2 - '  _  _ ,  1 - 1  _ _ _  , _  
l l x  x  x  l l B i  x  t a n  B i '  
( 5 . 9 )  
p c  i s  i n i t i a l i z e d  t o  z e r o ,  a n d  t h e  a b o v e  e q u a t i o n s  s o l v e d  u s i n g  a n  A D I  s c h e m e  
w i t h  s w e e p s  i n  b o t h  t h e  x  a n d  B  d i r e c t i o n s  [ 7 4 ] .  T h u s  w h e n  s w e e p i n g  i n  t h e  x  
d i r e c t i o n  a t  e a c h  a x i a l  l o c a t i o n  x  =  x n  w e  o b t a i n  p c , n - l  a n d  p c , n + l  f r o m  t h e  s t o r e d  
p c  f i e l d ,  a n d  u s e  a  t w o  p a s s  t r i d i a g o n a l  a l g o r i t h m  t o  o b t a i n  a  n e w  v a l u e  f o r  p c , n ,  
w h i c h  i s  t h e n  u s e d  t o  r e l a x  t h e  s t o r e d  p c  f i e l d .  A  s i m i l a r  p r o c e s s  i s  c a r r i e d  o u t  
i n  t h e  B  d i r e c t i o n ,  a n d  o n e  t o t a l  i t e r a t i o n  c o n s i s t s  o f  a  s w e e p  i n  t h e  x  d i r e c t i o n  
a n d  a  s w e e p  i n  t h e  B  d i r e c t i o n .  T y p i c a l l y  a r o u n d  f i v e  i t e r a t i o n s  a r e  m a d e ,  a n d  t h e  
r e s u l t a n t  p c  f i e l d  i s  u s e d  t o  c o r r e c t  t h e  s t o r e d  p r e s s u r e  f i e l d .  
5 . 5 . 1  B o u n d a r y  V a l u e s  f o r  t h e  P r e s s u r e  C o r r e c t i o n  E q u a -
t i o n  
( l ) A t  t h e  d i f f u s e r  e n t r a n c e  s i n c e  U  i s  k n o w n  t h e  a x i a l  g r a d i e n t  o f  p c  i s  z e r o .  
( 2 )  A t  t h e  a x i s  s i n c e  V  i s  k n o w n  t h e  B  g r a d i e n t  o f  p c  i s  z e r o .  
( 3 )  a t  t h e  w a l l  w e  o b t a i n  P  f r o m  e q u a t i o n  ( 5 . 5 ) ,  a n d  t h e r e f o r e  p c  i s  z e r o .  
( 4 )  a t  t h e  e x i t  t h e  a x i a l  g r a d i e n t  i s  s e t  t o  z e r o .  
C H A P T E R  5 .  M E T H O D  O F  S O L U T I O N  
8 8  
5 . 6  O b t a i n i n g  W a n d  V  
T h e  r e m a i n i n g  v e l o c i t y  f i e l d s ,  w n  a n d  v n  a r e  e a c h  o b t a i n e d  f r o m  t h e i r  o w n  m o -
m e n t u m  e q u a t i o n s  i n  t h e  s a m e  w a y  a s  u n ,  w i t h  a t t e n t i o n  t o  t h e  f o l l o w i n g  p o i n t s .  
S i n c e  b o t h  W  a n d  V  t a k e  t h e  b o u n d a r y  v a l u e  o f  z e r o  a t  t h e  d i f f u s e r  a x i s  t h e r e  
i s  n o  n e e d  t o  g e n e r a t e  a n  e x t r a  e q u a t i o n ,  a s  h a d  t o  b e  d o n e  i n  t h e  U  m o m e n t u m  
e q u a t i o n ,  e i t h e r  b y  e x t r a p o l a t i o n ,  o r  u s i n g  L ' H o p i t a l s  r u l e .  F o r  t h e  V  m o m e n t u m  
e q u a t i o n  t h e  p r e s s u r e  i s  f o r w a r d  d i f f e r e n c e d  i n  t h e  r a d i a l  d i r e c t i o n  t o  f a c i l i t a t e  t h e  
c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  P o i s s o n  e q u a t i o n  a s  s h o w n  a b o v e .  N o  p r e s s u r e  g r a d i e n t  t e r m  
a p p e a r s  i n  t h e  V V  e q u a t i o n .  
T h e  d i s c r e t i z e d  f o r m  o f  t h e  W  m o m e n t u m  e q u a t i o n  ( 4 . 8 )  i s ,  
.  v v n i  .  D i i W n  u n i w n i  v n i w
n i  
u m  _ _  + v m  J  +  +  .  
t > . x  x  x  x  t a n O '  
- v  2 - - +  J  +  J  _ _ _  - . . , . . ,  
[  
w n i  S D i i W n  D i i W ! '  w n i ]  
e l l  t > . x 2  x 2  x 2  t a n  O i  x
2  
t a n  O i  
+  t  t  _  D ' J ( v t ) n  J  _  --".:~-= 
(
v n + I i  _  v
n
-
l i
)  v v n i  . .  [ D i i  W~ w n i ]  
2 t > . x  x  J  x
2  
x
2  
t a n  O i  
.  U
n
-
l i  
w m  _ _  
t > . x  
[
( W
n
+
I i  
+  W
n
-
1 i
)  2 ( w n + l i  _  W
n
-
l i
) ]  
+ v e l  I  t > . x 2  +  2 t > . x  
( v r + l i  _  V f - l i )  C v v n + l i  _  W
n
-
1 i
)  
+  2 t > . x  2 t > . x '  
( 5 . 1 0 )  
a n d  o f  t h e  V  m o m e n t u m  e q u a t i o n  ( 4 . 7 ) ,  
U
n
' _  +  v m  J  _  V  2 - - +  J  +  J _  
.  V
n i  
.  D i i v .
n  
[ v n i  S D i i V ? ,  D i i V n  v n i ]  
t > . x  x  e l f  t > . x
2  
x
2  
x
2  
t a n  O i  -X~2 " " s i : - n ' - ; O ' " i  
+  t  t  -2D'J(vt)~ J  +  =  
(
v n + l i  _  v
n
-
l i
)  V n i  . .  [ D i i v n ]  u n i v n i  
2 t > . x  x  J  x
2  
X  
U
n i  
V n - l i  _  ( p n i + 1  _  p n i )  + ' [  W 2  ]  n l  
t > . x  x  t > . O i + 1  x  t a n  0  
[
( V
n
+
I i  
+  V
n
-
l i
)  2 ( v n + I i  _  V
n
-
l i
)  2 D i i U Y ]  
+  v e f f  t > . x 2  +  2 t > . x  +  x  2  
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+ '  ,  +  J  
(
l I n + l i  _  l I
n
-
h
)  [ v n + 1 i  _  V
n
-
1 i  
D i i u n 1  
2 2 l . x  2 2 l . x  x  
+ 2 D i i ( l I ' ) ' j  [~:i1. 
( 5 . 1 1 )  
5 . 7  M o d i f i c a t i o n s  t o  t h e  S c h e m e  f o r  t h e  R e d u c e d  
E q u a t i o n s  
W h e n  t h e  a b o v e  m u l t i - s w e e p  s c h e m e  i s  u s e d  t o  s o l v e  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s  t h e  
c h a n g e s  a r e  .  
( 1 )  P e  i s  r e l a t e d  d i r e c t l y  t o  t h e  c i r c u m f e r e n t i a l  v e l o c i t y  v i a  t h e  e q u a t i o n  ( 4 . 2 6 ) ,  
w h i c h  i s  t h e n  i n t e g r a t e d  t o  o b t a i n  P .  
( 2 )  V  i s  o b t a i n e d  b y  i n t e g r a t i n g  t h e  c o n t i n u i t y  e q u a t i o n ,  ( 4 . 2 4 ) .  
A  s e c o n d  o r d e r  m e t h o d  f o r  t h e s e  t w o  i n t e g r a t i o n s  i s  p r e s e n t e d  i n  A r m f i e l d  a n d ' i  
F l e t c h e r  [ 1 0 ) .  W h e n  u s e d  w i t h  t h e  m u l t i - s w e e p  s c h e m e  t h e  o n l y  c h a n g e  i s  t h a t  t h e  
e q u a t i o n s  f o r  v n  a n d  P o  a r e  c e n t r e d  a t  x  =  x n  r a t h e r  t h a n  x  =  X
n
-
1
/
2
,  a s  i s  t h e  c a s e  
f o r  t h e  s i n g l e  s w e e p ,  g i v i n g  t h e  f o l l o w i n g  d i s c r e t i z e d  f o r m  o f  t h e  p r e s s u r e  e q u a t i o n ,  
( p n i + 1  _  p n i )  _  ( W n i + 1 / 2 ) 2  
x 2 l . 0
i
+ 1 / 2  - x  t a n  O i + 1 / 2 '  
a n d  o f  t h e  c o n t i n u i t y  e q u a t i o n ,  
( v n i + 1  _  v n i )  ( v n i + 1  +  v n i )  [ ( u n + 1 i + 1 / 2  _  U n i + 1 / 2 )  2 u n i + 1 / 2 ]  
x 2 l . 0
i
+ 1  +  2 x  t a n  O i + 1 / 2  =  - 2 l . x  +  x  .  
5 . 8  I n c l u s i o n  o f  t h e  T u r b u l e n c e  E q u a t i o n s  
5 . 8 . 1  k  - E  M o d e l  
T h e  k  a n d  E  e q u a t i o n s ,  ( 4 . 1 7 )  a n d  ( 4 . 1 8 ) ,  a r e  d i s c r e t i z e d  i n  e x a c t l y  t h e  s a m e  m a n n e r  
a s  t h e  m o m e n t u m  e q u a t i o n s  t o  g i v e  t r i d a g o n a l  s y s t e m s ,  w h i c h  a r e  i n v e r t e d  i n  t w o  
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p a s s e s  t o  g i v e  n e w  v a l u e s  f o r  k  a n d  € .  T h e s e  n e w  v a l u e s  a r e  t h e n  u s e d  t o  r e l a x  
t h e  s t o r e d  v a l u e s ,  a s  s h o w n  i n  ( 5 . 3 )  T h e  d i s c r e t i z e d  f o r m s  o f  t h e  k  a n d  €  e q u a t i o n s  
( 4 . 1 7 )  a n d  ( 4 . 1 8 )  a r e ,  
a n d  
U
n >  +  V n .  J  C  2  +  J  +  J  
.  k
n i  
.  D i j  k~ [ k n i  S D i j  k ' ! '  D i j  k "  ]  
A  - - - k l V e f f  A  2  2  2  t  ( )  
u X  X  u X  X  x  a n  
- D i i ( V t ) "  _ _  i  
[
D i j  k n ]  
J  X 2  
.  k
n
-
l i  
U n < - - + P k  
6 . x  
[
( k
n
+
I i  
+  k
n
-
l i
)  2 ( k n + 1 i  _  k
n
-
l i
) ]  
+  C
k l
V e f f  6 . x 2  +  2 6 . x  
(
l I
t
+
1 i  
- l i t - h )  ( k n + l i  _  k
n
-
1 i
)  .  
+  
~ 
2 6 . x  2 6 . x  - ,  
.  € n i  .  D i i  € "  [ € n i  S  D i i  € T !  D i i  € "  ]  
U n >  A  +  v m  _ _  J  - G . 2 V e f !  2  A  2  +  2  J  +  2  t  J  ( )  
u X  X  u X  X  x  a n  
_ D i i ( v , ) n  _ _  J  =  
[
D i i  f " ]  
J  X 2  
_ e
n
-
l i  
E  
U n >  6 . x  + C < 1 " k
P k  
[
(  f n + I i  +  f n - l i )  2 (  f n + 1 i  _  € n - l i ) ]  
+ C , 2
V
e f !  6 . x
2  
+  2 6 . x  
+  
( V ; ' + l i  - V ; ' - l i )  ( f
n
+
I i  
- f n - l i )  _  C  ( f n i ) 2 / k .  
2 6 . x  2 6 . x  , 3  
( 5 . 1 2 )  
( 5 . 1 3 )  
P k ,  t h e  p r o d u c t i o n  o f  k ,  e q u a t i o n  ( 4 . 1 6 ) ,  i s  d i s c r e t i z e d  u s i n g  c e n t r e d  d i f f e r -
e n c e s .  
T h e  e d d y  v i s c o s i t y  i s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  s t o r e d  k  a n d  f  f i e l d s ,  a s  s h o w n  i n  e q u a -
t i o n  ( 2 . 2 3 ) .  
5 . 8 . 2  A l g e b r a i c  E d d y - V i s c o s i t y  
W h e n  t h e  a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  f o r m u l a t i o n  i s  b e i n g  u s e d  t h e  e x p r e s s i o n s  ( 4 . 2 9 )  
a n d  ( 4 . 3 0 )  a r e  u s e d  t o  g i v e  t h e  e d d y - v i s c o s i t i e s  r e l a t e d  t o  t h e  a x i a l  v e l o c i t y ,  a n d  t h e  
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s w i r l  v e l o c i t y .  
5 . 8 . 3  A l g e b r a i c  R e y n o l d s  S t r e s s  M o d e l  
v V h e n  t h e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l  i s  b e i n g  u s e d  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  a r e  
i n c l u d e d  e x p l i c i t l y  i n t o  t h e  m o m e n t u m  e q u a t i o n s ,  a s  s h o w n  i n  e q u a t i o n s  ( 4 . 1 )  t o  
( 4 . 3 ) .  T h i s  h a s  t h e  d i s a d v a n t a g e  o f  r e m o v i n g  t h e  d i a g o n a l  d o m i n a n c e  o f  t h e  t r i d i -
a g o n a l  m a t r i c e s .  T o  r e t a i n  t h e  d i a g o n a l  d o m i n a n c e ,  a n d  e n a b l e  s t a b l e  s o l u t i o n s  t o  
b e  o b t a i n e d ,  t h e  e d d y - v i s c o s i t y  f o r m  o f  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  a r e  s t i l l  i n c l u d e d  i n t o  
t h e  d i s c r e t i z e d  f o r m  o f  t h e  m o m e n t u m  e q u a t i o n ,  w i t h  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  
e d d y - v i s c o s i t y  a p p r o x i m a t i o n  a n d  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  a l g e b r a i c  
R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l  a d d e d  o n  t o  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e .  
T h u s  r e f e r r i n g  t o  e q u a t i o n  ( 5 . 2 )  a n d  c o n s i d e r i n g  a s  a n  e x a m p l e  o n l y  t h e  R e y n o l d s  
s r e s s  u v ,  w h i c h  a p p e a r s  i n  t h e  U  m o m e n t u m  e q u a t i o n  a s  (u~), +  x ; ; : ; ' o '  W e  e x p r e s s  
t h e  e d d y - v i s c o s i t y  f o r m u l a t i o n  f o r  t h i s  t e r m  s y m b o l i c a l l y  a s  E v i j u r  T h e n  t h e  l e f t  
h a n d  s i d e  o f  e q u a t i o n  ( 5 . 2 )  w i l l  r e m a i n  t h e  s a m e ,  w i t h  t h e  t e r m ,  
( u v ) o  u v  
E V
i j U
n  
+  - - +  - t - " O '  
- J  X  x a n  
a d d e d  o n  t o  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e .  
T h u s  t h e  s i m p l e  u n c o u p l e d  n a t u r e  o f  t h e  a l g o r i t h m  i s  r e t a i n e d ,  a n d  w h e n  a  
c o n v e r g e d  s o l u t i o n  i s  a t t a i n e d  i t  w i l l  b e  t h a t  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  
s t r e s s  m o d e l .  
A l l  d e r i v a t i v e  t e r m s  i n  t h e  s i x  R e y n o l d s  s t r e s s  e q u a t i o n s ,  e q u a t i o n s  ( 4 . 9 )  t o  
( 4 . 1 4 )  ,  a r e  c e n t r a l l y  d i f f e r e n c e d .  T h e  r e s u l t i n g  6  x  6  m a t r i x  i s  t h e n  i n v e r t e d  t o  
o b t a i n  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s .  S i n c e  t h i s  s y s t e m  i s  n o n l i n e a r  a  f e w  i t e r a t i o n s  a r e  
m a d e  w i t h  o n l y  t h e  k  - e  m o d e l  f i r s t ,  t o  g e t  t h e  n o n l i n e a r  t e r m s  a n d  e n s u r e  t h e  
s o l u t i o n  i s  o n  t h e  c o r r e c t  b r a n c h .  O n c e  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  a r e  o b t a i n e d  t h e y  
a r e  u s e d  t o  r e l a x  t h e  s t o r e d  R e y n o l d s  s t r e s s e s .  T h e  p r o d u c t i o n  o f  k  i s  o b t a i n e d  
f r o m  t h e  f o r m u l a t i o n  u s i n g  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  e x p l i c i t l y ,  e q u a t i o n  ( 4 . 1 5 ) .  
C H A P T E R  5 .  M E T H O D  O F  S O L U T I O N  
9 2  
5 . 9  S e q u e n t i a l  N a t u r e  o f  t h e  A l g o r i t h m  
5 . 9 . 1  F u l l  E q u a t i o n s  
A l l  v a r i a b l e s  a r e  s t o r e d  a t  a l l  l o c a t i o n s ,  t h e  a l g o r i t h m  i n  a  t o t a l  i t e r a t i o n  o b t a i n s  
n e w  v a l u e s  f o r  a l l  v a r i a b l e s  a t  a l l  l o c a t i o n s  i n  t h e  f o l l o w i n g  w a y .  
T h e  d o m a i n  i s  s w e p t  i n  t h e  x  d i r e c t i o n .  A t  e a c h  l o c a t i o n  n  t h e  t u r b u l e n c e  a n d  
m o m e n t u m  e q u a t i o n s  a r e  i n v e r t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  o r d e r ,  w h e n  t h e  f u l l  e q a t i o n s  a r e  
b e i n g  u s e d .  
( l ) k  e q u a t i o n  
( 2 ) €  e q u a t i o n  
( 3 ) I f  t h e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l  i s  b e i n g  u s e d  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  a r e  
o b t a i n e d  b y  i n v e r t i n g  t h e  6  x  6  m a t r i x .  
( 4 ) v V  m o m e n t u m  e q u a t i o n .  
( 5 ) U  m o m e n t u m  e q u a t i o n .  A t  t h e  s a m e  t i m e  w e  o b t a i n  F  a n d  G  a s  g i v e n  i n  5 . 4 ,  
a n d  u s e  t h e m  t o  o b t a i n  ( P x ) .  
( 6 ) V  m o m e n t u m  e q u a t i o n  
T h u s  a l l  t h e  a b o v e  v a r i a b l e s  a r e  o b t a i n e d  o n  t h e  l i n e  x n ,  a n d  u s e d  t o  r e l a x  t h e  
s t o r e d  v a l u e s ,  t h e  p r o c e s s  i s  t h e n  r e p e a t e d  a t  x n + l  u s i n g  t h e  m o s t  r e c e n t l y  c o r r e c t e d  
v a l u e s  a t  x n ,  a n d  s o  o n  u n t i l  t h e  d o m a i n  h a s  b e e n  f u l l y  s w e p t .  R e l a x a t i o n  v a l u e s  
o f  b e t w e e n  0 . 1  a n d  0 . 5  a r e  u s e d ,  w i t h  i n  s o m e  c a s e s  d i f f e r e n t  v a l u e s  b e i n g  u s e d  
f o r  t h e  t u r b u l e n c e  a n d  m e a n  f l o w  q u a n t i t i e s .  W h e n  t h i s  i s  d o n e  i t  i s  b e c a u s e  t h e  
t u r b u l e n c e  f i e l d s  r e q u i r e  s t r o n g e r  u n d e r - r e l a x a t i o n  t h e n  t h e  m e a n  f l o w .  
( 7 )  T h e  P o i s s o n  e q u a t i o n  f o r  t h e  p r e s s u r e  c o r r e c t i o n  i s  t h e n  s o l v e d  s e p a r a t e l y  u s i n g ,  
t y p i c a l l y  f i v e  s w e e p s  o f  t h e  d o m a i n .  O n  t h e  l a s t  s w e e p  t h e  r e s u l t a n t  p c  f i e l d  i s  u s e d  
t o  c o r r e c t  t h e  s t o r e d  p r e s s u r e  f i e l d .  
T h i s  c o m p l e t e s  o n e  t o t a l  i t e r a t i o n  f o r  a l l  v a r i a b l e s .  I t e r a t i o n s  a r e  c o n t i n u e d  
u n t i l  t h e  s u p n o r m  o f  c h a n g e  f r o m  o n e  i t e r a t i o n  t o  t h e  n e x t ,  w h i c h  i n  p r a c t i s e  h a s  
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b e e n  f o u n d  t o  b e  i n  t h e  U  f i e l d ,  i s  l e s s  t h a n  a  p r e s e t  c o n v e r g e n c e  c r i t e r i o n ,  t y p i c a l l y  
a r o u n d  1  X  1 0 -
5
•  
5 . 9 . 2  R e d u c e d  E q u a t i o n s  
A s  p o i n t e d  o u t  p r e v i o u s l y  w h e n  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s  a r e  b e i n g  s o l v e d  V  i s  o b -
t a i n e d  b y  i n t e g r a t i n g  t h e  c o n t i n u i t y  e q u a t i o n ,  a n d  t h e  r a d i a l  v a r i a t i o n  o f  p r e s s u r e  b y  
i n t e g r a t i n g  e q u a t i o n  ( 4 . 2 6 ) .  - T h u s  t h e  p r i m a r y  d i f f e r e n c e  i s  t h a t  n o  P o i s s o n  e q u a -
t i o n  i s  s o l v e d ,  a n d  t h e r e f o r e  a l l  s t o r e d  v a r i a b l e s  a r e  u p g r a d e d  i n  a  s i n g l e  s w e e p  o f  
t h e  d o m a i n .  T h i s  i s  t h e  m a i n  a t t r a c t i o n  o f  u s i n g  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s ,  s i n c e  b y  
e l i m i n a t i n g  t h e  n e e d  f o r  e x t r a  s w e e p s  t o  o b t a i n  a  s o l u t i o n  t o  t h e  P o i s s o n  e q u a t i o n  
s u b s t a n t i a l  s a v i n g s  i n  c o m p u t e r  t i m e  c a n  b e  a c h i e v e d .  I n  a d d i t i o n  s i n c e  i t  i s  n o  
l o n g e r  n e c e s s a r y  t o  h a v e  t h e  p c  k  a n d  h  s t o r e d  t o  o b t a i n  a  c o r r e c t i o n  t o  P  l e s s  
m e m o r y  i s  r e q u i r e d .  
5 . 1 0  S u m m a r y  
T o  o b t a i n  s t a b l e  s o l u t i o n s  w i t h  t h e  m u l t i - s w e e p  s c h e m e  d e s c r i b e d  a b o v e  i t  i s  o f t e n  
n e c e s s a r y  t o  t r y  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  t h e  a d j u s t a b l e  p a r a m e t e r s .  
A s  h a s  b e e n  e x -
p l a i n e d ,  a l l  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  a r e  u n d e r  r e l a x e d .  I f  t h e  s o l u t i o n  i s  b e c o m i n g  
u n s t a b l e  i t  i s  o f t e n  n e c e s s a r y  t o  u s e  s t r o n g e r  u n d e r  r e l a x a t i o n ,  b u t  i t  h a s  a l s o  b e e n  
f o u n d  t h a t  s o m e  v a r i a b l e s  n e e d  t o  b e  m o r e  s t r o n g l y  u n d e r  r e l a x e d  t h a n  o t h e r s .  F o r  
t h a t  r e a s o n ,  i n  p r a c t i c e  t h r e e  r e l a x a t i o n  p a r a m e t e r s  h a v e  b e e n  u s e d ,  o n e  f o r  t h e  
m e a n  v e l o c i t i e s ,  o n e  f o r  t h e  p r e s s u r e ,  a n d  o n e  f o r  t h e  t u r b u l e n t  q u a n t i t i e s .  V a l u e s  
f o r  t h e  r e l a x a t i o n  p a r a m e t e r s  u s e d  a r e  t y p i c a l l y  b e t w e e n  0 . 1  a n d  0 . 5 .  
T h e  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s  o f  t h e  d o m a i n  m a d e  e a c h  t i m e  t h e  p r e s s u r e  e q u a t i o n  
I S  s o l v e d  c a n  a l s o  b e  v a r i e d .  I n  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n  w e  h a v e  u s e d  t y p i c a l l y  
f i v e  s w e e p s ,  b u t  f o r  u n s t a b l e  f l o w s  t h i s  c a n  b e  i n c r e a s e d .  I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  
w e  a r e  n o t  a t t e m p t i n g  t o  o b t a i n  a  c o n v e r g e d  s o l u t i o n  f o r  t h e  p r e s s u r e  c o r r e c t i o n  
e a c h  t i m e  w e  s o l v e  t h e  p r e s s u r e  e q u a t i o n ,  b u t  o b t a i n  a  c o n v e r g e d  s o l u t i o n  f o r  t h e  
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p r e s s u r e  o v e r  a  n u m b e r  o f  s o l u t i o n s  o f  t h e  p r e s s u r e  e q u a t i o n .  
T h e  m o s t  c o m m o n l y  u s e d  f i n i t e  d i f f e r e n c e  s c h e m e s  p r e s e n t l y  u s e d  f o r  o b t a i n i n g  
e l l i p t i c  f l o w s  a r e  t h e  T E A C H  c o d e s  o f  I m p e r i a l  C o l l e g e .  T h e  c o d e  d e v e l o p e d  i n  t h e  
p r e s e n t  p r o j e c t  h a s  s o m e  f e a t u r e s  i n  c o m m o n  w i t h  t h i s  g r o u p  o f  c o d e s ,  b u t  o v e r a l l  
i s  q u i t e  d i f f e r e n t .  B o t h  c o d e s  u s e  a  s i m i l a r  P o i s s o n  e q u a t i o n  f o r  t h e  p r e s s u r e ,  d e -
v e l o p e d  o r i g i n a l l y  b y  P a t a n k a r  a n d  S p a l d i n g  [ 7 4 ] ,  a n d  u s e  a  s i m i l a r  A D I  a p p r o a c h  
t o  i n v e r t i n g  t h e  d i s c r e t i z e d  e q u a t i o n s .  T h e  T E A C H  c o d e s  u s e  a  c o n t r o l  v o l u m e  
a p p r o a c h  a n d  s t a g g e r e d  g r i d s  t o  d i s c r e t i z e  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s ,  w h e r e a s  i n  t h e  
p r e s e n t  p r o j e c t  w e  u s e  t r u n c a t e d  T a y l o r  s e r i e s  e x p a n s i o n s  a n d  a  r e g u l a r  g r i d .  W e  
p r e f e r  t h i s  a p p r o a c h  a s  i t  i s  m o r e  r i g o r o u s ,  a n d  a l l o w s  b o u n d a r y  v a l u e s  t o  b e  i n -
c l u d e d  i n t o  t h e  d i s c r e t i z e d  e q u a t i o n s  m o r e  e a s i l y .  I n  t h e  p r e s e n t  c o d e  w e  o n l y  u s e  
w a l l  f u n c t i o n s  t o  o b t a i n  k  a n d  €  a t  n e a r - w a l l  p o i n t s ,  a n d  i n t e g r a t e  t h e  m o m e n t u m  
e q u a t i o n s  t o  t h e  w a l l ,  u s i n g  t h e  m i x i n g  l e n g t h  a p p r o x i m a t i o n  i n  t h e  n e a r  w a l l  r e g i o n ,  
r a t h e r  t h a n  u s i n g  t h e  l o g - l a w  t o  o b t a i n  w a l l  f u n c t i o n s  f o r  t h e  m e a n  v e l o c i t i e s .  
I n  g e n e r a l  t h e  c o d e  i n  t h e  p r e s e n t  p r o j e c t  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  t o  p r o v i d e  t h e  m o s t  
e f f i c i e n t  m e a n s  o f  s i m u l a t i n g  t h e  f l o w  w e  a r e  c o n c e r n e d  w i t h ,  a n d  e x p l o i t s  w h a t e v e r  
a s p e c t s  o f  t h a t  f l o w  a r e  a v a i l a b l e ,  s u c h  a s  t h e  n o n - r e v e r s i n g  a x i a l  v e l o c i t y ,  a n d  w h e n  
p o s s i b l e  t h e  f a c t  t h a t  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s  m a y  b e  s o l v e d  m o r e  e f f i c i e n t l y .  I t  h a s  
a l s o  b e e n  a t t e m p t e d  t o  d e v e l o p  a  s y s t e m a t i c  a n d  r i g o r o u s  c o d e  t h a t  i s  r e l a t i v e l y  
e a s y  t o  f o l l o w .  
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S t a b i l i t y  A n a l y s i s  
v V h e n  c o d e  i s  w r i t t e n  t o  s o l v e  e i t h e r  t h e  f u l l  N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  o r  t h e  p a r t i a l l y  
r e d u c e d  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  u s i n g  a  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m ,  i t  i s  f o u n d  t h a t  f o r  
s m a l l  m a r c h i n g  s t e p - s i z e s  t h e  s o l u t i o n  b e c o m e s  u n s t a b l e .  N u m e r i c a l  e x p e r i m e n t a -
t i o n  l e a d s  t o  t h e  e m p i r i c a l  s t a b i l i t y  c r i t e r i o n  t h a t  t h e  m a r c h i n g  s t e p - s i z e  m u s t  b e  
a t  l e a s t  o f  t h e  o r d e r  o f  t h e  c r o s s - s t r e a m  e x t e n t  o f  t h e  f l o w .  W h e n  s i m i l a r  c o d e  i s  
w r i t t e n  t o  s o l v e  t h e  r e d u c e d  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  u s i n g  a  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e  
n o  s u c h  m i n i m u m  m a r c h i n g  s t e p - s i z e  s t a b i l i t y  c r i t e r i o n  i s  e n c o u n t e r e d .  T h e  r e s u l t  
i s  t h e  s a m e  f o r  t w o - d i m e n s i o n a l  c a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s ,  a n d  a x i s y m m e t r i c  c y l i n d r i c a l  
c o o r d i n a t e s .  
A s  h a s  b e e n  d e m o n s t r a t e d  i n  S e c t i o n  3 . 5  t h e  f u l l  a n d  p a r t i a l l y  r e d u c e d  e q u a t i o n s  
a r e  i l l - p o s e d  a s  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m s ,  w h e r e a s  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s  a r e  w e l l  p o s e d  
a s  a n  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m .  I t  i s  s u g g e s t e d  t h a t  t h e  o b s e r v e d  m a r c h i n g  s t e p - s i z e  
s t a b i l i t y  c r i t e r i o n  i s  a  r e f l e c t i o n  o f  t h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  e q u a t i o n s ,  r a t h e r  t h a n  b e i n g  
a n  e f f e c t  c a u s e d  b y  t h e  n u m e r i c a l  s c h e m e ,  a n d  i t  i s  b e c a u s e  t h e  n u m e r i c a l  s c h e m e  
i s  a c c u r a t e l y  r e p r e s e n t i n g  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  c o n t i n u o u s  e q u a t i o n s  t h a t  s o l u t i o n s  
o f  t h e  f u l l  a n d  p a r t i a l l y  r e d u c e d  e q u a t i o n s  b e c o m e  u n s t a b l e  f o r  s m a l l  m a r c h i n g  
s t e p - s i z e s .  
A  p r o o f  h a s  n o t  a s  y e t  b e e n  d e r i v e d  r e l a t i n g  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  n u m e r i c a l  
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s c h e m e  d i r e c t l y  t o  t h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  e q u a t i o n s ,  s o  t o  s u p p o r t  t h i s  c o n t e n t i o n  v a r -
i o u s  s i m p l e  e q u a t i o n  t y p e s  t h a t  a r e  i l l - p o s e d  a s  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m s  a r e  d i s c r e t i z e d  
i n  s u c h  a  w a y  a s  t o  e n a b l e  t h e m  t o  b e  s o l v e d  u s i n g  a  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m ,  a n d  
a  s i m i l a r  s t a b i l i t y  r e s t r i c t i o n  a s  t h a t  e n c o u n t e r e d  f o r  t h e  f u l l  a n d  p a r t i a l l y  r e d u c e d  
e q u a t i o n s  i s  d e m o n s t r a t e d .  W e  f u r t h e r  d e m o n s t r a t e  h o w  t h e  a n a l y s i s  m a y  b e  u s e d  
t o  o b t a i n  s t a b i l i t y  c r i t e r i o n  f o r  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s ,  u s i n g  c a r t e s i a n  c o o r -
d i n a t e s ,  c o n s i d e r e d  t o  b e  t h e  m o s t  g e n e r a l  f o r m .  O b t a i n i n g  t h e  s a m e  r e s u l t  f r o m  
a  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  a s  t h a t  a r r i v e d  a t  e m p i r i c a l l y  b y  r u n n i n g  t h e  c o d e  g i v e s  o n e  
c o n f i d e n c e  t h a t  t h e  i n s t a b i l i t y  i s  a  r e s u l t  o f  t h e  a l g o r i t h m ,  a n d  n o t  d u e  t o  a  p r o -
g r a m m i n g  e r r o r ,  a n d  t h e r e f o r e  i s  c o n s i d e r e d  a n  i m p o r t a n t  s t e p  i n  t h e  c o u r s e  o f  t h e  
p r e s e n t  p r o j e c t .  
6 . 1  I n t r o d u c t i o n  
W h e n  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  a r e  s o l v e d  n u m e r i c a l l y  u s i n g  t h e  t y p e s  o f  a l g o r i t h m s  d e -
v e l o p e d  i n  t h e  c u r r e n t  p r o j e c t  i t  i s  i n h e r e n t  t h a t  a  s o l u t i o n  i s  s t o r e d  a n d  r e c u r r e n t l y  
a d j u s t e d .  T h u s  w h e n ,  f o r  e x a m p l e ,  a  s i n g l e  s w e e p  s c h e m e  i s  b e i n g  e m p l o y e d  a n  
i n i t i a l  s e t  o f  v a r i a b l e  p r o f i l e s ,  t h o s e  a t  t h e  d i f f u s e r  e n t r a n c e ,  i s  r e c u r r e n t l y  a d j u s t e d ,  
w i t h  e a c h  a d j u s t m e n t  r e p r e s e n t i n g  t h e  n e x t  d o w n s t r e a m  l o c a t i o n  i n  t h e  p h y s i c a l  d o -
m a i n .  W h e n  m u l t i - s w e e p  f o r m u l a t i o n s  a r e  e m p l o y e d  t h e  a d j u s t m e n t  c a n  b e  t h o u g h t  
o f  a s  s t e p p i n g  f o r w a r d  i n  t i m e .  
S i n c e  c o m p u t e r s  d o  n o t  h a v e  i n f i n i t e  a c c u r a c y  e v e r y  c a l c u l a t i o n  i n t r o d u c e s  s m a l l  
e r r o r s  i n t o  t h e  s t o r e d  s o l u t i o n .  I f  t h e  o v e r a l l  e f f e c t  o f  t h e  s c h e m e  i s  t o  a m p l i f y  t h e s e  
e r r o r s ,  w h a t  i s  i n i t i a l l y  a  s m a l l  e r r o r  w i l l  g r o w  u n t i l  e v e n t u a l l y  i t  b e c o m e s  l a r g e  
e n o u g h  t o  c o n t a m i n a t e  t h e  s t o r e d  s o l u t i o n  t o  s u c h  a n  e x t e n t  t h a t  i t  i s  u s e l e s s  a s  a n  
a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  p h y s i c a l  s o l u t i o n  o f  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  w e  a r e  t r y i n g  t o  
s i m u l a t e .  F o r  t h i s  r e a s o n  i t  i s  i m p o r t a n t  t h a t  a  n u m e r i c a l  s c h e m e  a c t s  t o  r e d u c e  
t h e  m a g n i t u d e  o f  e r r o r s .  I f  t h i s  i s  t h e  c a s e  t h e n  w e  s a y  t h a t  t h e  s c h e m e  i s  s t a b l e ,  
o t h e r w i s e  i t  i s  u n s t a b l e .  
I n s t a b i l i t y  m a y  a r i s e  f r o m  t h e  n u m e r i c s  o f  t h e  s c h e m e  i t s e l f ,  o r  i t  m a y  b e  t h a t  
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t h e  e q u a t i o n s  a d m i t  u n s t a b l e  s o l u t i o n s  w h e n  i n t e r p r e t e d  a s  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m s .  
I f  i t  i s  t h e  s c h e m e  t h a t  i s  a t  f a u l t ,  t h e n  i t  i s  h o p e d  t h a t  a  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  w i l l  
p o i n t  t h e  w a y  t o  a d j u s t i n g  t h e  g r i d - s i z e ,  o r  d e v e l o p i n g  n e w  s c h e m e s ,  t o  o b t a i n  
s t a b l e  s o l u t i o n s .  H o w e v e r  i f  i t  i s  t h e  c o n t i n u o u s  s o l u t i o n  t h a t  i s  u n s t a b l e ,  a n d  t h e  
n u m e r i c a l  s c h e m e  i s  a c c u r a t e l y  r e p r e s e n t i n g  t h e  e q u a t i o n s ,  i t  m u s t  a l s o  b e  u n s t a b l e .  
I n  t h i s  c a s e  a d j u s t i n g  t h e  s c h e m e  t o  o b t a i n  s t a b i l i t y  l e a d s  o n e  i n t o  t h e  d a n g e r o u s  
a r e a  o f  o b t a i n i n g  n u m e r i c a l  s o l u t i o n s  t h a t  a r e  n o t  a c c u r a t e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  
c o n t i n u o u s  s o l u t i o n .  
I n  t h e  p r e s e n t  p r o j e c t  c e r t a i n  b e h a v i o u r  h a s  b e e n  o b s e r v e d  w h e n  s o l v i n g  t h e  
e q u a t i o n s  w i t h  t h e  v a r i o u s  s c h e m e s .  W h e n  e q u a t i o n s  o f  t y p e s  A  a n d  B  o f  S e c t i o n  
3 . 5  a r e  s o l v e d  u s i n g  s i n g l e  s w e e p  a l g o r i t h m s ,  t o  m a i n t a i n  s t a b i l i t y  w e  m u s t  h a v e  t h e  
m a r c h i n g  s t e p - s i z e  o f  t h e  o r d e r  o f  t h e  c r o s s - s t r e a m  e x t e n t  o f  t h e  f l o w .  I t  i s  a l s o  f o u n d  
n e c e s s a r y  t o  u s e  a n  u p w i n d  d i f f e r e n c i n g  s c h e m e  f o r  t h e  c o n v e c t i v e  t e r m s  w h e n  t h e  
c e l l  R e y n o l d  n u m b e r  i s  g r e a t e r  t h a n  t w o .  U n d e r s t a n d i n g  t h e  m e c h a n i s m  l e a d i n g  
t o  s u c h  b e h a v i o u r  g i v e s  o n e  a  v a l u a b l e  i n s i g h t  i n t o  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  e q u a t i o n s  
t h e m s e l v e s ,  w h i c h  i s  a n  a i d  i n  d e v e l o p i n g  e f f i c i e n t  c o m p u t a t i o n a l  p r o c e d u r e s .  
U n f o r t u n a t e l y  s i n c e  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  a r e  a  h i g h  o r d e r  n o n - l i n e a r  s y s -
t e m  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  a n  a n a l y t i c  s t a b i l i t y  c r i t e r i o n  f o r  t h e m .  H o w e v e r  
b y  c o n s i d e r i n g  a s  b e f o r e  t h e  l i n e a r i z e d  f o r m ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  s t a b i l i t y  c r i t e r i a ,  
n u m e r i c a l l y .  I n  a d d i t i o n  i t  h a s  b e e n  f o u n d  p a r t i c u l a r l y  u s e f u l  t o  c o n s i d e r  s i m p l e  
e q u a t i o n s  o f  t h e  s a m e  t y p e  a s  t h e  l i n e a r i z e d  N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s ,  t h e r e b y  g a i n -
i n g  a n  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  w a y  t h e  s c h e m e  w o r k s  f o r  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s .  
I n  t h e  p r e s e n t  c h a p t e r  t h e  V o n - N e u m a n  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  i s  b r i e f l y  d e s c r i b e d  a n d  
a p p l i e d  t o  t w o  l i n e a r  e q u a t i o n s ,  t h e  s c a l a r  e l l i p t i c  e q u a t i o n ,  a n d  a  h y p o - e l l i p t i c  n o n -
e l l i p t i c  n o n - p a r a b o l i c  e q u a t i o n ,  a s  w e l l  a s  t o  t h e  f u l l ,  p a r t i a l l y  r e d u c e d  a n d  r e d u c e d  
N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  i n  t w o - d i m e n s i o n a l  c a r t e s i o n  c o o r d i n a t e s .  
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6 . 2  V o n - N e u m a n  S t a b i l i t y  A n a l y s i s  
T h e  v o n - N e u m a n n  m e t h o d  i s  u s e d  [ 7 5 ] .  T h i s  r e q u i r e s  t h a t  t h e  e q u a t i o n s  b e  l i n -
e a r i z e d  b y  f r e e z i n g  t h e  n o n - l i n e a r  c o e f f i c i e n t s ,  a n d  t h e r e f o r e  i s  o n l y  r i g o r o u s l y  a p p l i -
c a b l e  l o c a l l y .  N o n e t h e l e s s  g i v e n  s u i t a b l e  c o n s t r a i n t s  o n  t h e  n o n - l i n e a r  c o e f f i c i e n t s  
w e  c a n  e x t e n d  t h e  l o c a l  r e s u l t s  t o  o b t a i n  g l o b a l  e s t i m a t e s  o f  t h e  s t a b i l i t y .  T h e  
s t a b i l i t y  a n a l y s i s  c a n  b e  e x p l a i n e d  b y  c o n s i d e r i n g  a n y  r e c u r r e n t  o p e r a t i o n  i n  t h e  
f o r m ,  
U
n
+ l  =  a u
n
·  
( 6 . 1 )  
T h e  a b o v e  e x p r e s s i o n  m a y  b e  u s e d  t o  e x p r e s s  u n + !  i n  t e r m s  o f  U n ,  U n _ l ,  . . .  ,  i n  t h e  
f o l l o w i n g  w a y .  
2  n + l  
U
n
+ l  =  a U
n  
=  a  U n  =  a  u n ,  
w h e r e  a
2
,  a n + !  i n  t h e  a b o v e  e q u a t i o n  i n d i c a t e s  a  p o w e r ,  a n d  n o t  a  s u p e r s c r i p t .  
N o w  s u p p o s e  w e  i n t r o d u c e  a n  e r r o r  E O ,  a n d  d e f i n e ,  
u~ =  U o  +  f a ,  
t h e r e b y  o b t a i n i n g ,  
U~+l =  U
n
+ l  +  a
n
+
1
f o ,  
d e m o n s t r a t i n g  t h a t  e r r o r  i s  p r o p a g a t e d  i n  t h e  s a m e  w a y  a s  U  i t s e l f .  
F r o m  a  
c o m p u t a t i o n a l  p o i n t  o f  v i e w  u '  i s  t h e  s t o r e d  s o l u t i o n ,  a n d  E O  i s  t h e  e r r o r  i n t r o d u c e d  
i n t o  u ,  t h e  e x a c t  s o l u t i o n ,  d u e  t o  c o m p u t e r  r o u n d o f f .  W e  t h e n  s e e  t h a t  t h e  e f f e c t  
o f  a n y  a d d i t i o n a l  e r r o r  m a y  b e  o b t a i n e d  b y  c o n s i d e r i n g  t h e  a d d i t i o n  o f  t h e  e f f e c t  o f  
e a c h  e r r o r  s e p a r a t e l y .  T h i s  i s  d u e  t o  t h e  l i n e a r  n a t u r e  o f  t h e  r e l a t i o n  ( 6 . 1 ) .  
T h u s  t h e  e r r o r  a t  t h e  n + 1
t h  
n o d e  w i l l  b e  b o u n d e d  p r o v i d e d  t h e  c o n d i t i o n  l a l  : : ;  1  
i s  s a t i s f i e d .  
I f  U  i s  a n  m  v e c t o r  t h e n  w e  h a v e  f o r  ( 6 . 1 ) ,  
U n + l  =  A u
n
,  
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w h e r e  A  i s  a n  m  X  m  m a t r i x ,  o f t e n  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  a m p l i f i c a t i o n  m a t r i x .  A s s u m i n g  
t h a t  A  h a s  m  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  e i g e n v e c t o r s ,  V s  t h e n  w e  m a y  u s e  t h e m  a s  a  b a s i s  
t o  e x p r e s s  t h e  e r r o r  v e c t o r  € o  a s ,  
m  
E O  =  L C s v
s
,  
8 = 1  
T h e n  t h e  e r r o r  a t  n  =  1  r e s u l t i n g  f r o m  t h i s  i n i t i a l  e r r o r  w i l l  b e ,  
m  
€ l = A L C
s
V
s  
8 = 1  
m  
=  L C s A V s  
8 = 1  
m  
=  L C s A s V s ,  
8 = 1  
w h e r e > . ,  a r e  t h e  s  e i g e n v a l u e s  o f  A .  W e  t h e n  g e t ,  
m  
€ n + 1  =  ~ C  > . n + 1 v  
L . . . J  8  8  8 '  
8 = 1  
a n d  t h e r e f o r e  t h e  e r r o r  w i l l  n o t  i n c r e a s e  e x p o n e n t i a l l y  p r o v i d e d  f o r  e a c h  s ,  I > ' ,  I  : s  1 .  
6 . 3  A n a l y s i s  o f  S i m p l e  S y s t e m s  
6 . 3 . 1  S i n g l e - S w e e p  S c h e m e  a n d  E l l i p t i c  E q u a t i o n  
T o  s e e  h o w  t h e  m e t h o d  w o r k s  i n  p r a c t i c e  w e  c o n s i d e r  t h e  e q u a t i o n ,  
U " "  +  U
y y  
=  O .  ( 6 . 2 )  
T h e  a b o v e  e q u a t i o n  i s  e l l i p t i c ,  a n d  t h e r e f o r e  n o t  w e l l  p o s e d  a s  a n  i n i t i a l - v a l u e  
p r o b l e m ,  a s  d e m o n s t r a t e d  i n  C h a p t e r  3 .  W e  a r e  i n t e r e s t e d  t o  s e e  w h a t  w i l l  h a p p e n  
i f  w e  t r y  t o  s o l v e  e q u a t i o n  ( 6 . 2 )  n u m e r i c a l l y  a s  a n  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m ,  m a r c h i n g  
i n  t h e  x  d i r e c t i o n .  T o  d o  t h i s  w e  d i f f e r e n c e  i t  i n  t h e  f o l l o w i n g  m a n n e r ,  
U
n
+
1  
_  2 u r y  +  U~-l u r y + 1  _  2U~+1 +  u r y + 1  
J  J  J  +  J + 1  J  J - 1  =  0 ,  
~X2 ~y2 
w h e r e  s u p e r s c r i p t  n  i n d i c a t e s  l o c a t i o n  i n  t h e  x  d i r e c t i o n ,  a n d  s u b s c r i p t  j  i n d i c a t e s  
l o c a t i o n  i n  t h e  y  d i r e c t i o n .  T h u s  p r o v i d e d  w e  k n o w  t h e  v a l u e s  o f  u  o n  t h e  l i n e s  
1 1  
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n  =  1  a n d  n  =  2  ( t h a t  i s  w e  k n o w  t h e  n o r m a l  g r a d i e n t  o f  u  o n  t h e  i n i t i a l  l i n e )  w e  
c a n  u s e  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n  t o  o b t a i n  t h e  v a l u e  o f  u  o n  n  =  3  a n d  s o  o n .  I f  w e  
n o w  e x p r e s s  u  i n  t e r m s  o f  i t s  F o u r i e r  s e r i e s  t a k e n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  y  d i r e c t i o n  
o n l y ,  w e  o b t a i n ,  
w i t h ,  
u ' ]  =  I :  e x p ( i Y j l > y ) u ; : ' ,  
m 7 l " "  
Y  =  M l > y '  
m = l , M  
W  
M  =  l > y '  
i  =  y C i .  
( 6 . 3 )  
W  i s  t h e  e x t e n t  o f  t h e  d o m a i n  i n  t h e  y  d i r e c t i o n ,  t h e  w i d t h  o f  t h e  d o m a i n  w i t h  
r e s p e c t  t o  t h e  m a r c h i n g  d i r e c t i o n .  
T h e n  u s i n g  t h e  s h i f t  r e s u l t  w e  o b t a i n  t h a t ,  
u ' ] + 1  =  I ; e x p ( i Y ( j  +  1 ) l > y ) u ; : ' ,  U ' ] _ l  =  I ;  e x p (  i Y ( j  - 1  ) l > y  ) u ; : ' .  
( 6 . 4 )  
S u b s t i t u t i n g  f o r  u  i n  t e r m s  o f  u  i n  t h e  d i f f e r e n c e d  f o r m  o f  e q u a t i o n  ( 6 . 2 )  a b o v e  g i v e s  
M  e q u a t i o n s  o f  t h e  f o r m ,  
e x p ( i Y j l > y )  x  
x  ( 1 2 ; + 1  - 2 1 2 ' ]  +  u r
1  
+  e x p ( i Y  l > Y ) U ; : ' + l  - 2 u ; : ' + 1  +  e x p (  - i Y  l > Y ) U ; : ' + l )  =  O .  
l > x
2  
l > y 2  
N o w  i f  w e  d i v i d e  t h r o u g h  b y  e x p ( i Y j l > y )  a n d  e x p r e s s  t h e  e x p o n e n t i a l s  i n  t e r m s  o f  
t r i g o n o m e t r i c  f u n c t i o n s  w e  g e t ,  f o r  e a c h  e q u a t i o n ,  
(  
l > x 2 4  s i n
2
(  Y  t > . y ) )  
u
n
+ 1  1  - l > y 2  2  - 2 u
n  
+  u
n
-
1  
=  O .  
N o w  s e t t i n g  w
n  
=  u n - I ,  w e  m a y  w r i t e  ( 6 . 5 )  a s ,  
W h e r e  
[1~a ~] 
i t
n
+
1  
w
n
+
1  
=  [ 2  - 1 ]  u n  
1  0  w
n  
l > x
2
4 s i n
2
( Y t > . U )  
a =  2  
l > y 2  
( 6 . 5 )  
( 6 . 6 )  
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w h i c h  i s  o f  t h e  f o r m  
A v
n  
=  B v
n
-
1  
,  
w h e r e  v  i s  t h e  2  v e c t o r  ( u ,  w ) T .  T h u s  w e  g e t ,  
o r  
v
n  
=  A - I  B v
n
-
1  
,  
v
n  
=  C v
n
-
1
,  
w h e r e  C  =  A - I  B  i s  t h e  a m p l i f i c a t i o n  m a t r i x .  
1 0 1  
A  n e c e s s a r y  c o n d i t i o n  t h a t  e r r o r  i n t r o d u c e d  i n t o  v  d u e  t o  c o m p u t e r  r o u n d o f f  
e t c .  w i l l  n o t  i n c r e a s e  e x p o n e n t i a l l y  w i t h  n  i s  t h a t  t h e  s p e c t r a l  r a d i u s  o f  C  i s  l e s s  
t h a n  o r  e q u a l  t o  1 .  T h i s  i s  b e c a u s e  t h e  s p e c t r a l  r a d i u s  i s  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  
l a r g e s t  e i g e n v a l u e .  T h i s  i s  a  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  a s  w e l l  o n l y  i n  t h e  c a s e  t h a t  C  i s  
a  n o r m a l  m a t r i x  [ 7 6 ] .  I f  t h e  s p e c t r a l  r a d i u s  o f  C  i s  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  1  w e  s a y  
t h e  d i f f e r e n c e  s c h e m e  i s  n u m e r i c a l l y  s t a b l e .  
N o w  i f  w e  g o  b a c k  t o  ( 6 . 6 )  w e  o b t a i n  t h a t  
[  
2  - 1 ]  
C  =  1~" 1 0 "  .  
T h e  e i g e n v a l u e s  o f  C  w i l l  b e  t h e  r o o t s  o f  t h e  e q u a t i o n ,  
A2_~+_1_=0. 
I - a  I - a  
S o l v i n g  f o r  A  g i v e s ,  
2  +  
A  =  t = ; : ;  - (~- ~)1/2 
2  
w h i c h  m a y  b e  e x p r e s s e d  a s ,  
_ 1 _  ~ ( 1 - a  - ( 1 - a ) 2 ) 1 / 2  
I - a  ( 1 - a ) 3  '  
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g l v m g ,  
1  +  ( 1 _ 1 + a ) 1 / 2  
l - a - ( l - a ) 2  -
1  +  a
1
/
2  
I - a  
I - a  
T h u s  
+  
) .  =  1  - a
1
/
2  
I - a '  
a n d  t h e r e f o r e  
) .  =  1  
1  _  . 6 . x 2  s i n (  ~ )  
t > y  
o r  
) . =  1  
1  +  t > x z , i n (  ~) .  
t > y  
T h u s  t h e  c o n d i t i o n  1 ) . 1  : : : :  1  g i v e s  u s ,  
6 . x 2  s i n (  n U )  
_
_  ---:--'---'2~ >  1 .  
6 . y  -
1 0 2  
N o w  t h e  s m a l l e s t  v a l u e  o f  s i n (  y  ~y) w i l l  b e  2~[ w h e n  Y  =  M " t , y '  T h i s  g i v e s  u s  t h e  
s t a b i l i t y  c r i t e r i o n ,  
6 . x >  W  
7 l "  
( 6 . 7 )  
T h e  r e s u l t  i s  t h a t  t o  m a r c h  e q u a t i o n  ( 6 . 2 )  i n  t h e  x  d i r e c t i o n ,  t h e  m a r c h i n g  s t e p  6 . x  
m u s t  b e  o f  t h e  o r d e r  o f  c r o s s - s t r e a m  e x t e n t  o f  t h e  f l o w .  I n  g e n e r a l  s u c h  a  l i m i t a t i o n  
i s  n o t  g o i n g  t o  a l l o w  a  f i n e  e n o u g h  r e s o l u t i o n ,  a n d  w i l l  t h e r e f o r e  r e q u i r e  t h a t  e l l i p t i c  
p r o b l e m s  o f  t h i s  t y p e  m u s t  b e  s o l v e d  u s i n g  a n  i t e r a t i v e  t e c h n i q u e .  R u b i n  a n d  L i n  
[ 5 6 ]  p r e s e n t  a  s i m i l a r  r e s u l t ,  w i t h o u t  d e r i v a t i o n .  
6 . 3 . 2  S i n g l e  S w e e p - S c h e m e  a n d  H y p o e l l i p t i c  S y s t e m  
S u p p o s e  n o w  w e  c o n s i d e r  a  h y p o e l l i p t i c  e q u a t i o n  s y s t e m ,  o f  t h e  s a m e  t y p e  a s  t h e  
N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s ,  S e c t i o n  3 . 5 ,  
U
x  
- U
y y  
=  0 ,  
U  + v
x  
=  0 ,  
( 6 . 8 )  
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w h i c h  i s  h y p o e l l i p t i c ,  n o n - e l l i p t i c  a n d  n o n - p a r a b o l i c .  W e  d i f f e r e n c e  s y s t e m  ( 6 . 8 )  
a s ,  
U~+l _  u~ V , : , - + l  _  2 v r y + l  +  v 1 . l +
1  
)  )  ) + 1  )  ) - 1  - 0  
. 6 . x  - . 6 . y 2  - ,  
V~+l - v~ 
u ' 7 + !  + )  )  =  0  
J  . 6 . x  '  
w h i c h ,  g i v e n  t h a t  w e  h a v e  u n  a n d  v
n  
a l l o w s  u s  t o  o b t a i n  u n + !  a n d  v
n
+ ! .  T a k i n g  
F o u r i e r  t r a n s f o r m s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  y  d i r e c t i o n  o n l y ,  a n d  w r i t i n g  t h e  a b o v e  
d i f f e r e n c e  s c h e m e  i n  m a t r i x  f o r m ,  w e  o b t a i n ,  
[
a b ]  u
n
+
1  
=  [ a  0 ]  u n  
1  a  D n + 1  0  a  D n  
( 6 . 9 )  
w h e r e ,  
1  
a = - ,  
. 6 . x  
4 s i n 2 ( Y L > U )  
b  =  2  •  
. 6 . y 2  
T h e  a b o v e  d e r i v a t i o n  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h a t  d e s c r i b e d  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n  t o  o b t a i n  
t h e  e q u a t i o n  ( 6 . 5 )  N o w  i n v e r t i n g  t h e  l e f t - h a n d  s i d e  m a t r i x  i n  ( 6 . 9 )  w e  o b t a i n ,  
u
n
+
1  
i 3
n
+
1  
1  [ a
2  
- a
2  
- b  - a  
- a b ]  u n  
a
2  
u n  
( 6 . 1 0 )  
C a l c u l a t i n g  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  t h e  a m p l i f i c a t i o n  m a t r i x  a b o v e  w e  g e t  t h e  c h a r a c t e r -
i s t i c  p o l y n o m i a l ,  
w h i c h  m a y  b e  w r i t t e n  a s ,  
w i t h ,  
2 a
2  
a
2  
- a
2
b  
. \ 2  _ "  . \  +  ' "  . .  " '  
2  2  1  
. \  - - - . \ + - - = 0 ,  
I - a  I - a  
a  =  ~ =  .6.x24sin2(~) 
a
2  
. 6 . y 2  
4 .  
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T h u s  w e  w i l l  o b t a i n  t h e  s a m e  e i g e n v a l u e s  f o r  t h e  h y p o e l l i p t i c  s y s t e m  ( 6 . 8 ) ,  i f  w e  
d i f f e r e n c e  i t  i n  s u c h  a  w a y  a s  t o  a l l o w  a  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m  t o  b e  u s e d ,  a s  w e  
d i d  f o r  t h e  e l l i p t i c  e q u a t i o n  ( 6 . 2 ) ,  i n d i c a t i n g  t h a t  w e  m u s t  s a t i s f y  t h e  s a m e  s t a b i l i t y  
c r i t e r i o n ,  6 . x  ~ W / 7 r .  
T h e  a b o v e  r e s u l t  h a s  b e e n  d e r i v e d  t o  g i v e  s u p p o r t  t o  t h e  c o n t e n t i o n  t h a t  w h e n  
i l l - p o s e d  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m s  a r e  s o l v e d  a s  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m s  n u m e r i c a l l y  t h e  
s o l u t i o n s  w i l l  b e c o m e  u n s t a b l e  f o r  s m a l l  m a r c h i n g  s t e p - s i z e s .  I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  
a b o v e  e q u a t i o n  i s  o f  t h e  s a m e  t y p e  a s  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  a n d  w e  s u g -
g e s t ,  w i t h o u t  p r o o f ,  t h a t  a l l  e q u a t i o n s  o f  t h i s  t y p e  w i l l  e x h i b i t  a  s i m i l a r  s t a b i l i t y  
b e h a v i o u r  i f  s o l v e d  u s i n g  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m s .  
6 . 3 . 3  M u l t i - S w e e p  S c h e m e  a n d  E l l i p t i c  E q u a t i o n  
I f  w e  u s e  a  m u l t i - s w e e p  r e l a x a t i o n  s c h e m e  o f  t h e  t y p e  p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r  5 ,  
a p p l i e d  t o  e q u a t i o n  ( 6 . 2 ) ,  t h e n  w e  w o u l d  d i f f e r e n c e  i t  a s ,  
u " + !  - 2 u "  +  U , , - 1  u n  - 2 u ' !  +  u "  
)  ) )  +  ) + 1  )  ) - 1  - 0  
6 . x
2  
6 . y 2  - ,  
( 6 . 1 1 )  
a n d  u s e  t h i s  e x p r e s s i o n  t o  o b t a i n  u ' J  b y  w r i t i n g  ( 6 . 1 1 )  a s ,  
A u
n  
=  B u n + !  +  C u n - I ,  
g i v i n g  
u n  =  A  - 1  B u
n
+
1  
+  A  - 1 C U
n
-
1
.  
( 6 . 1 2 )  
T h e  n e w  v a l u e  u n  i s  t h e n  u s e d  t o  r e l a x  t h e  s t o r e d  v a l u e  u
v
.
n  
a s ,  
U " , + l , n  =  ( u n  _  u v , n ) R x  +  u " " n ,  
( 6 . 1 3 )  
w h e r e  R x  i s  t h e  r e l a x a t i o n  f a c t o r .  N o w  i f  w e  s u b s t i t u t e  t h e  e x p r e s s i o n  ( 6 . 1 2 )  f o r  
u n  i n t o  ( 6 . 1 3 )  w e  g e t ,  
u
v
+
1
, n  =  ( A -
1  
B u
n
+
1  
+  A -
1
C u
n
-
1  
_  u v , n ) R x  +  u v , n ,  
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w h i c h  m a y  b e  w r i t t e n  a s ,  
A u
v
+ 1 , n  =  ( _ A u v , n  +  B v , n + l  +  C U v , n - l  ) R x  +  A u v , n .  
T a k i n g  F o u r i e r  t r a n s f o n n s ,  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  x  a n d  y  d i r e c t i o n s ,  w e  o b t a i n ,  
(  - 2  _  4  s i n '  Y . 6 . y  ) 1 1 v + 1  =  
. 6 . x '  . 6 . y '  
(
4  s i n '  Y . 6 . y  4  s i n '  X . 6 . x ) R  ( - 2  4  s i n '  Y . 6 .
y
)  ' v  
- - - : - - : : - - " - +  X  +  - - - u  
. 6 . y '  . 6 . x '  . 6 . x '  . 6 . y 2  '  
g i v i n g  t h e  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r ,  
(
4 s i n
2
Y A y  +  4 s i n 2 X l : : ! . x ) R x  
A  =  t J , y 2  t J , , , 2  +  1 .  
(  
- 2  _  4 s i n
2
Y A y )  
. o . x 2  A y 2  
T h e  r e q u i r e m e n t  I A I  <  1  l e a d s  t o  
R  (
4  s i n '  Y . 6 . y  4  s i n '  X  . 6 . x )  8  s i n '  Y  L : l . y  4  
X  . 6 . y 2  +  . 6 . x 2  <  . 6 . y 2  +  . 6 . x 2  
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T h i s  w i l l  c l e a r l y  b e  t h e  c a s e  f o r  R x  l e s s  t h a n  1 .  T h e  a b o v e  s c h e m e  i s  a  p s e u d o  t i m e -
m a r c h i n g  a p p r o a c h ,  w i t h  t h e  r e l a x a t i o n  s t e p  a c t i n g  t o  m o v e  t h e  s o l u t i o n  f o r w a r d  i n  
t i m e .  I f  R x  i s  m a d e  l a r g e  e n o u g h  t h e  s c h e m e  w i l l  b e c o m e  u n s t a b l e ,  h o w e v e r  t h e r e  
i s  n o  m i n i m u m  l i m i t a t i o n  t o  R x .  
6 . 3 . 4  M u l t i - S w e e p  S c h e m e  a n d  H y p o e l l i p t i c  S y s t e m  
N o w  s u p p o s e  w e  u s e  s u c h  a n  i t e r a t i v e  s c h e m e  f o r  t h e  h y p o e l l i p t i c  e q u a t i o n  s e t  ( 6 . 8 ) ,  
d i f f e r e n c e d  a s ,  
U~+l - u~ 
J  J  
. 6 . x  
v~ - 2 v
n  
+  V ' / _ l  _  0  
1 +
1  
J  _  )  
. 6 . y  
n - l  
v~ - V j  
n  +  ~J_:-
U
j  
. 6 . x  
= 0 .  
W e  m a y  w r i t e  t h i s  i n  m a t r i x  n o t a t i o n  a s ,  
A s n  =  B s
n
+
1  
+  C S n - t ,  
C H A P T E R  6 .  S T A B I L I T Y  A N A L Y S I S  
1 0 6  
w h e r e  s  =  ( u , v ) T .  I f  w e  s e t  R x  t o  1  t h e n  t h e  s c h e m e  ( 6 . 1 3 )  b e c o m e s ,  
A s
v
+
1
, n  =  B s v , n + l  +  C s
v
, n - 1 .  
N o w  t a k i n g  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  x  a n d  y  d i r e c t i o n s  w e  g e t  f o r  t h e  
d i f f e r e n c e  s c h e m e  o f  e q u a t i o n s  ( 6 . 1 4 )  a n d  ( 6 . 1 4 ) ,  
[~a ~] 
w h e r e  a  a n d  b  a r e  a s  b e f o r e  a n d ,  
u
v
+
1  
i ) v + l  
=  [ - a +  0 ]  i l
V  
o  a - f j V  
a +  =  e x p (  i X . 6 . x  ) a ,  
a - =  e x p (  - i X . 6 . x  ) a .  
I n v e r t i n g  t h e  l e f t h a n d  s i d e  m a t r i x  o f  ( 6 . 1 4 )  w e  t h e n  o b t a i n ,  
i l v + l  1  [  - a a +  
f j v + l  - - a
2  
- b  a +  
- b a - ]  i l
V  
- a a  i ) v  
T h e  a m p l i f i c a t i o n  m a t r i x  a b o v e  h a s  c h a r a c t e r i s t i c  p o l y n o m i a l ,  
a ( a +  +  a - )  a
2
a + a - +  a + a -
, \ 2  +  " . .  , \  +  . "  " "  
( 6 . 1 4 )  
( 6 . 1 5 )  
( 6 . 1 6 )  
N o w  w e  h a v e  a +  x  a - =  a
2  
a n d  a +  +  a - =  a  c o s  X . 6 . x  ,  a n d  t h e r e f o r e  w i l l  c h e c k  t h e  
c a s e s ,  
( 1 )  c o s  X . 6 . x  =  0  g i v i n g ,  
, \  =  _ _  z
( 1 - 0 : ) 1 / 2 '  
w h e r e  a s  b e f o r e  0 :  =  ; "  a n d  t h e r e f o r e  1 , \  I  <  1 .  
( 2 )  c o s  X . 6 . x  =  1 ,  
t h e n  ( 6 . 1 6 )  b e c o m e s ,  
2  2 , \  1  
, \  +  1  +  0 :  +  ( 1  +  0 : ) '  
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f o l l o w i n g  t h e  s a m e  s o r t  o f  m a n i p u l a t i o n s  a s  b e f o r e  w e  o b t a i n ,  
+ .  /  
1  - z a
l  
2  
a n d  t h e r e f o r e  I  A I  <  1 .  
( 3 )  c o s X l > x  = - 1  
A =  ,  
l + a  
1  
+  .  1 / 2  
- - z a  
A =  ,  
l + a  
a l s o  l e a d i n g  t o  I A I  <  1 ,  a n d  t h u s  s u c h  a  s c h e m e  i s  s t a b l e .  
6 . 4  A n a l y s i s  o f  N a v i e r - S t o k e s  E q u a t i o n s  
6 . 4 . 1  F u l l  E q u a t i o n s  
1 0 7  
N " o w  w e  c o n s i d e r  t h e  e q u a t i o n  s e t  A  i n  S e c t i o n  3 . 5 ,  e q u a t i o n s  ( 3 . 3 3 )  t o  ( 3 . 3 5 ) ,  i n  
l i n e a r i z e d  f o r m .  
1  
u u
x  
+  v u
y  
+  P x  - - ( u
x x  
+  U
y y
)  =  o .  
R e  
1  
u V
x  
+  V V y  +  P y  - R e  ( v
x x  
+  V
y y
)  =  O .  
U
X  
+  V y  =  O .  
( 6 . 1 7 )  
( 6 . 1 8 )  
( 6 . 1 9 )  
A s  b e f o r e  t h e  o v e r b a r  i s  u s e d  t o  i n d i c a t e  t h o s e  v a r i a b l e s  w h i c h  a r e  f r o z e n  a t  t h e i r  
l o c a l  v a l u e s .  N o w  s u p p o s e  w e  d i f f e r e n c e  t h i s  e q u a t i o n  s e t  a s ,  
U , : + l  _  u " ! - u 1 ! - + l  _  u T }  p~+l _  p n  
U  )  )  +  v ) + 1  ) - 1  + )  )  
l > x  l > y  l > x  
1  u > c +
1  
- 2 u "  +  u n - I  u , , + 1  _  2 u > c + 1  +  u > c +
1  
- (  )  ) )  +  H I  )  ) - 1  )  =  0 ,  
R e  l > x
2  
l > y 2  
( 6 . 2 0 )  
n + l  n  n + l  n  n  n  
V j  - V j  _ V j + 1  - v
j
_
1  
P j + 1  - P j _ 1  
u  l > x  +  v  l > y  +  l > y  
1  V , , + I  - 2 v "  +  V , , - I  v , , + 1  _  2 v
n
+ 1  +  v
n
+
1  
_ (  )  ) )  +  ) + 1  )  ) - 1  )  - 0  
R e  l > x
2  
l > y 2  - ,  
( 6 . 2 1 )  
U r y . + l  _  u 7 J o  V , ? - + l  _  V , : + l  
)  )  + )  ) - 1  
l > x  l > y  
= 0 .  
( 6 . 2 2 )  
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G i v e n  t h a t  w e  k n o w  a l l  v a r i a b l e s  a t  t h e  l e v e l s  n  a n d  n  - 1 ,  w e  c a n  u s e  t h e  a b o v e  
s c h e m e  t o  o b t a i n  a l l  v a r i a b l e s  a t  l e v e l  n  +  1 ,  a n d  t h u s  m a r c h  t h e  e q u a t i o n  s e t  ( 6 . 2 1 ) -
( 6 . 2 2 )  i n  t h e  x  d i r e c t i o n .  N o w  a s  b e f o r e  w e  t a k e  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  w i t h  r e s p e c t  
t o  y ,  g i v i n g  t h e  s y s t e m ,  
A l , l  
0  
l / 6 . x  0  0  
i L
n
+
1  
B l , l  
0  
- l / 6 . x  
B l , 4  
0  
i l n  
0  
A
2
, 2  A
2
, 3  
0  0  
v
n
+
1  
0  
B
2
, 2  
0  
0  
B
2
, S  
i ) n  
l / 6 . x  
A
3
, 2  
0  0  0  
" ' n + l  
-
l / 6 . x  0  
0  
0  0  
f i n  
p  
0  0  
0  1  
0  
w
n
+
1  
1  
0  
0  0  
0  w
n  
0  0  
0  0  1  
s n + l  
0  1  
0  
0  
0  
g n  
w h e r e  w
n
+ 1  - i l n  , § n + 1  - i ) n  a n d  
- ,  ,  ,  
1  1  U  e x p (  i 6 . y )  - e x p (  - i 6 . y )  1  e x p (  i 6 . y )  - 2  +  e x p (  - i 6 . y )  
A '  =  - +  v  - - = - - : - - : : -
6 . x  2 6 . y  R e 6 . x
2  
R e 6 .
2  
A
2
, 2  =  A l , I ,  
A
2
, 3  _  e x p ( i 6 . y )  - e x p ( - i 6 . y )  
- 2 6 . y  ,  
u  2  
B l , l  _ _ _  - = - - : - - : : -
- 6 . x  R e 6 . x
2
'  
B
l
, 4  =  _ _  1
R e 6 . x
2  
B
2
, 2  =  B l , t ,  
B
2
, s  =  B
l
, 4 .  
R e p r e s e n t i n g  t h e  m a t r i x  e q u a t i o n  a b o v e  a s  A q n + l  =  B q n ,  w e  m a y  i n v e r t  A  s i n c e  
d e t  A  i s  n o n - z e r o ,  t o  o b t a i n  a  s y s t e m  o f  t h e  f o r m  q n + l  =  A - I  B q n .  S i n c e  i n  t h i s  
c a s e  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  a  f u n c t i o n a l  r e p r e s e n t a t i o n  f o r  t h e  s p e c t r a l  r a d i u s  
o f  A - I  B  ,  t h i s  w a s  c a l c u l a t e d  n u m e r i c a l l y  f o r  a  r a n g e  o f  v a l u e s  o f  t h e  a r g u m e n t s .  
I t  w a s  f o u n d  t h a t  i r r e s p e c t i v e  o f  t h e  v a l u e s  g i v e n  t o  t h e  f r o z e n  c o - e f f i c i e n t s  u ,  v  a n d  
t h e  R e y n o l d s  n u m b e r ,  t h a t  t h e  s a m e  s o r t  o f  m i n i m u m  m a r c h i n g  s t e p  s i z e  s t a b i l i t y  
c r i t e r i o n  a s  f o r  e q u a t i o n  ( 6 . 2 )  w a s  o b t a i n e d .  I n  t h i s  c a s e  t h a t  t h e  m a r c h i n g  s t e p  
h a d  t o  b e  g r e a t e r  t h a n  t h e  c r o s s - s t r e a m  e x t e n t  o f  t h e  d o m a i n .  A  s i m i l a r  r e s u l t  i s  
o b t a i n e d  b y  R u b i n  a n d  L i n  [ 5 6 ]  
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6 . 4 . 2  P a r t i a l l y  R e d u c e d  E q u a t i o n s  
I f  w e  a n a l y s e  e q u a t i o n  s e t  B  i n  S e c t i o n  3 . 5 ,  e q u a t i o n s  ( 3 . 4 0 )  t o  ( 3 . 4 2 ) ,  u s i n g  t h e  s a m e  
d i f f e r e n c i n g  s c h e m e  a s  ( 6 . 2 0 )  - ( 6 . 2 2 ) ,  e x c e p t  t h a t  o f  c o u r s e  t h e  . x x  t e r m s  n o  l o n g e r  
a p p e a r ,  a f t e r  t a k i n g  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  w i t h  r e s p e c t  t o  y  w e  o b t a i n  t h e  s y s t e m ,  
[  
A ' "  0  l / b , X ]  
o  A
2
, 2  A
2
, 3  
1 /  b , x  A
3
, 2  0  
w h e r e  
u
n
+
1  
v
n
+
1  
p n + l  
=  [  l/~X 
1 /  b , x  
o  
l / b , x  
o  
- l / b , X ]  i l n  
O  
- n  
v  ,  
o  p n  
A  1 , 1  =  U  +  V  e x p (  i b , y )  - e x p (  - i b , y )  _  e x p (  i b , y )  - 2  +  e x p (  - i b , y »  
b , x  2 b , y  R e b , 2 '  
A
2
, 2  =  A " ' ,  
A  2 , 3  =  e x p (  i b , y )  - e x p (  - i b , y )  
2 b , y  ,  
B ' "  =  u  
b , x '  
B
2
, 2  =  B " ' .  
S i n c e  t h e  . x x  t e r m s  h a v e  b e e n  d r o p p e d  i t  i s  n o  l o n g e r  n e c e s s a r y  t o  i n c l u d e  t h e  s  
a n d  w  c o m p o n e n t s ,  u s e d  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n .  W h e n  t h e  s p e c t r a l  r a d i u s  o f  t h e  
a m p l i f i c a t i o n  m a t r i x  i n  t h e  a b o v e  s y s t e m ,  o b t a i n e d  b y  i n v e r s i o n  o f  t h e  l e f t  h a n d  s i d e  
m a t r i x ,  i s  e v a l u a t e d  n u m e r i c a l l y  i t  i s  f o u n d  o n c e  a g a i n  t h a t  t h e  m a r c h i n g  s t e p - s i z e ,  
b , x ,  m u s t  b e  g r e a t e r  t h a n  t h e  c r o s s - s t r e a m  e x t e n t  o f  t h e  f l o w .  
6 . 4 . 3  R e d u c e d  E q u a t i o n s  
N o w  w e  c o n s i d e r  e q u a t i o n  s e t  C  i n  S e c t i o n  3 . 5 ,  e q u a t i o n s  ( 3 . 4 4 )  t o  ( 3 . 4 6 ) ,  
1  
u U
x  
+  v U
y  
+  P x  - R e  ( u
y y
)  =  0 ,  
P
y  
=  0 ,  
U
x  
+  V y  =  0 ,  
( 6 . 2 3 )  
( 6 . 2 4 )  
( 6 . 2 5 )  
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a n d  d i f f e r e n c e  i t  a s ,  
U
n
+
1  
_  u n  U
n
+
1
/
2  
_  U~+1/2 p > c +
1  
_  p ' !  
u  J  J  +  V  J + 1  J - 1  +  J  J  
6 x  6 y  6 x  
1  n + 1 / 2  2  n + 1 / 2  +  n + 1 / 2  
_ (  U H 1  - U j  U j _ 1 )  =  0 ,  
R e  6 y 2  
n + 1 / 2  n + 1 / 2  
P H I  - P j - 1  - 0  
6 y  - ,  
n + 1  n  n + 1 / 2  n + 1 / 2  
U ·  - U ·  v ·  - v ·  1  
J  J  +  J  J - =  O .  
6 x  6 y  
T a k i n g  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  a s  b e f o r e  w e  g e t  t h e  s y s t e m  
[  
A 1 , 1  0  A
1
' 3 ]  i l n + 1  
o  0  A
2
, 3  " n + 1  
A
3
, 1  A
3
, 2  0  p n + 1  
[  
B 1 , 1  
=  0  
B
3
, 1  
o  
o  
B 3 , 2  
B
1
' 3 ]  i l n  
B 2 , 3  " n  
o  p n  
1 1 0  
( 6 . 2 6 )  
( 6 . 2 7 )  
( 6 . 2 8 )  
B y  i n v e r t i n g  t h e  l e f t '  h a n d  s i d e  m a t r i x  i n  t h e  a b o v e  s y s t e m  a n d  p r e m u l t i p l y i n g  
b o t h  s i d e s  b y  i t  w e  o b t a i n  a  s y s t e m  o f  t h e  f o r m  q n + 1  =  c q n ,  w h e r e ,  
1  
C =  x  
_ A 1 , l A 3 , 2 A 2 , 3  
[  
_ A 3 , 2  A 2 , 3  B
1
, 1  0  _ A 3 , 2  A 2 , 3  B
1
, 3  ]  
X  A
2
, 3 A
3
, l B
1
, 1  _  A
1
, l A
2
, 3 B
3
, 1  _ A
1
, l A
2
, 3 B
2
, 3  A
2
, 3 A
3
, l B
1
, 3  +  A 3 , l A
1
, 3 B 2 , 3  .  
o  0  _ A 1 , 1  A
3
, 2  B 2 , 3  
I f  n o w  w e  c a l c u l a t e  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  m a t r i x  C  w e  o b t a i n ,  
B
1
, 1  B
3
, 2  B
2
, 3  
A l  =  A 1 , 1  A 2  =  A 3 , 2  A 3  =  A 2 , 3  
T h u s  t h e  e i g e n v a l u e s  a r e  t h e  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r s  f o r  e a c h  e q u a t i o n  t a k e n  i n d i -
v i d u a l l y .  T h e  r e a s o n  f o r  t h i s  b e i n g  t h a t  t h e  l i n e a r i z e d  e q u a t i o n s  i n  s e t  C a r e  
f u l l y  u n c o u p l e d .  W i t h  t h e  d i f f e r e n c i n g  s c h e m e  ( 6 . 2 6 ) - ( 6 . 2 8 )  b o t h  A 2  a n d  A 3  a r e  1 ,  
t h e r e f o r e  w e  n e e d  o n l y  d e t e r m i n e  A l  t o  d e t e r m i n e  t h e  s t a b i l i t y .  
E q u a t i o n  ( 6 . 2 3 )  h a s  b e e n  d i f f e r e n c e d  u s i n g  a  C r a n k  N i c o l s o n  t y p e  o f  s c h e m e  
w i t h  c e n t r a l  d i f f e r e n c i n g  f o r  a l l  t e r m s .  T h i s  c a n  b e  w r i t t e n  i n  m a t r i x  f o r m  a s ,  
( 2 1  - A ) u
n
+ 1  =  ( 2 1  +  A ) u
n  
( 6 . 2 9 )  
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w i t h  A  a  t r i d i a g o n a l  m a t r i x  o f  t h e  f o r m  
[ - T  
2 r  
- r  - s  
o  
- , U '  
- r + s  2 r  - r  - s  
o  - r + s  
2 r  
w i t h  
~x 
v~x 
r  =  uRe~2y' 
s  =  U2~y' 
a n d  I  t h e  i d e n t i t y  m a t r i x .  T h e n  w r i t i n g  ( 6 . 2 9 )  a s ,  
( 2 1  - A ) u
n
+
1  
=  ( 4 1  - ( 2 1  - A ) ) u
n
,  
( 6 . 3 0 )  
t h i s  b e c o m e s  
B u
n
+
1  
=  ( 4 1  - B ) u
n
,  
w i t h B  =  ( 2 1  - A ) .  T h u s  w e  c a n  o b t a i n  ( 6 . 3 0 )  a s  
u n + !  =  ( 4 B -
1  
- I ) u
n
.  
O n c e  a g a i n  w e  h a v e  o b t a i n e d  t h e  f o r m  u
n
+
1  
=  C u n ,  a n d  w e  k n o w  t h a t  f o r  
s t a b i l i t y  t h e  s p e c t r a l  r a d i u s  o f  C  m u s t  b e  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  o n e .  W e  c a n  
o b t a i n  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  C  a s  b e i n g  e q u a l  t o  (,\~ - 1 )  w h e r e  A B  a r e  t h e  e i g e n v a l u e s  
o f  B .  T h e  c o n d i t i o n  t h a t  I A c l  ~ 1  t h e n  g i v e s  u s  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  I A B I  ~ 2 .  T o  
o b t a i n  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  B  w e  u s e  G e r s c h g o r i n s  c i r c l e  t h e o r e m ,  t h a t  a l l  t h e  A B  
m u s t  l i e  i n  o r  o n  o n e  c i r c l e  o f  t h e  f o r m ,  
l A B  - B i , i l  ~ I :  I B i i l ,  
# i  
w i t h  n o  s u m  i m p l i e d  f o r  i  o n  B i , i .  I n  t h e  p r e s e n t  c a s e  t h i s  l e a d s  t o  ,  f o r  r  >  s ,  
l A  - 2  - 2 r l  ~ 2 r ,  
o r  
2  ~ A  ~ 2  +  2 r ,  
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a n d  h e n c e  t h e  s c h e m e  ( 6 . 2 4 )  i s  u n c o n d i t i o n a l l y  s t a b l e ,  p r o v i d e d  1 1  i s  p o s i t i v e .  F o r  
t h e  c a s e  8  >  r  w e  o b t a i n ,  
I > "  - 2  - 2 r l  : : ;  2 8 ,  
g i v i n g  
- 2 8  +  2  +  2 r  : : ;  > . .  : : ;  2 8  +  2  +  2 r .  
S i n c e  8  >  r ,  t h e  l e f t - h a n d  s i d e  o f  t h i s  i n e q u a l i t y  i s  l e s s  t h a n  2 ,  a n d  w e  t h e r e f o r e  
n o  l o n g e r  h a v e  u n c o n d i t i o n a l  s t a b i l i t y .  T h e  c o n d i t i o n  8  >  r  o c c u r s  w h e n  t h e  c e l l  
R e y n o l d s  n u m b e r  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  y  d i r e c t i o n  i s  g r e a t e r  t h a n  2 .  A s  i n d i c a t e d  i n  
S e c t i o n  5 . 2  w h e n  t h i s  o c c u r s  w e  u s e  u p w i n d  d i f f e r e n c i n g  f o r  t h e  v  c o n v e c t i v e  t e r m ,  
r a t h e r  t h a n  c e n t r a l  d i f f e r e n c i n g  a s  i s  u s e d  i n  e q u a t i o n  ( 6 . 2 6 ) .  I f  w e  u s e  u p w i n d  
d i f f e r e n c i n g  w e  o b t a i n ,  f o r  a  t y p i c a l  r o w  o f  A ,  
- r  +  s  2 r  +  8  - r  
w h e r e  r  i s  a s  b e f o r e ,  a n d  s  i s  n o w  ~~x. v V e  h a v e  a s s u m e d  t h a t  u  i s  p o s i t i v e ,  g i v i n g  
u~y 
I > "  - 2  - 2 r  - 2 8 1 : : ;  2 r  +  8 ,  
g i v i n g ,  
2  2 :  > . .  : : ;  4 r  +  2 8  +  2 .  
O n c e  a g a i n  g i v i n g  u n c o n d i t i o n a l  s t a b i l i t y ,  d e m o n s t r a t i n g  t h a t  b y  u s i n g  t h e  h y b r i d  
c e n t r a l / u p w i n d  d i f f e r e n c i n g  s c h e m e  f o r  t h e  c o n v e c t i v e  t e r m s ,  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  
5 . 2 ,  w e  c a n  o b t a i n  s t a b l e  s o l u t i o n s  i r r e s p e c t i v e  o f  t h e  c e l l  R e y n o l d s  n u m b e r .  
6 . 5  S u m m a r y  
v V e  h a v e  e s t a b l i s h e d  u s i n g  l i n e a r i z e d  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  o f  d i s c r e t e  s y s t e m s  t h a t ;  
I f  w e  a t t e m p t  t o  f o r m u l a t e  a  d i f f e r e n c e  s c h e m e  a l l o w i n g  u s  t o  m a r c h  t h e  s c a l a r  
e l l i p t i c  e q u a t i o n  U
x x  
+  U
y y  
=  0  i n  s p a c e  ( i n  t h i s  c a s e  t h e  x  d i r e c t i o n )  t h e n  w e  a r e  
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r e q u i r e d  b y  s t a b i l i t y  t o  m a k e  ~x, t h e  m a r c h i n g  d i r e c t i o n  s t e p - s i z e ,  o f  t h e  o r d e r  
o f  t h e  c r o s s - s t r e a m  e x t e n t  o f  t h e  f l o w ,  S e c t i o n  6 . 3 . 1 .  W e  r e l a t e  t h i s  d i r e c t l y  t o  
t h e  p r e v i o u s l y  e s t a b l i s h e d  r e s u l t  t h a t  e l l i p t i c  e q u a t i o n s  a r e  i l l - p o s e d  a s  i n i t i a l - v a l u e  
p r o b l e m s  i n  s p a c e ,  a n d  t h a t  i f  o u r  d i f f e r e n c i n g  s c h e m e  i s  a n  a c c u r a t e  r e p r e s e n t a t i o n  
o f  t h e  c o n t i n u o u s  e q u a t i o n  f o r  (~x, ~y) - - >  0 ,  t h e n  i t  m u s t  r e f l e c t  t h i s  i l l - p o s e d n e s s .  
S i n c e  f o r  l a r g e  ~x t h e  d i s c r e t e  s y s t e m  i s  n o  l o n g e r  a n  a c c u r a t e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  
t h e  c o n t i n u o u s  e q u a t i o n  i t  b e c o m e s  p o s s i b l e  t o  s o l v e  t h e  d i s c r e t i z e d  s y s t e m  a s  a n  
i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m .  
W e  e n c o u n t e r  a  s i m i l a r  s t a b i l i t y  p r o b l e m  w h e n  w e  a t t e m p t  t o  s o l v e  t h e  h y p o e l -
l i p t i c  e q u a t i o n  s e t  ( 6 . 8 )  a s  a n  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m ,  S e c t i o n  6 . 3 . 2 .  S i n c e  ( 6 . 8 )  i s  n o t  
p a r a b o l i c  i t  i s  i l l - p o s e d  a s  a n  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m ,  e v e n  t h o u g h  i t  i s  n o t  e l l i p t i c ,  
t h u s  o n c e  a g a i n  w e  s u g g e s t  t h a t  t h e  u n s t a b l e  b e h a v i o u r  f o r  s m a l l  ~x i s  a  r e s u l t  o f  
t h e  i l l - p o s e d  n a t u r e  o f  t h e  c o n t i n u o u s  p r o b l e m .  
' W h e n  a  m u l t i - s w e e p  r e l a x a t i o n  t y p e  o f  d i f f e r e n c i n g  s c h e m e  i s  u s e d  w i t h  t h e  
s c a l a r  s e c o n d  o r d e r  e l l i p t i c  e q u a t i o n ,  S e c t i o n  6 . 3 . 3 ,  t h e n  s u c h  a  d i f f e r e n c e  s c h e m e  i s  
s t a b l e  f o r  (~x, ~y) - - >  0 ,  a n d  i s  i n  e f f e c t  a  t i m e - m a r c h i n g  s c h e m e .  W e  s u g g e s t  o n  
t h i s  b a s i s  t h a t  t h e  e q u i v a l e n t  c o n t i n u o u s  t i m e  a u g m e n t e d  p r o b l e m  i s  w e l l  p o s e d  a s  
a n  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m  i n  t i m e .  
A  s i m i l a r  r e s u l t  i s  o b t a i n e d  w h e n  t h e  h y p o e l l i p t i c  e q u a t i o n  s e t  ( 6 . 8 )  i s  d i f f e r e n c e d  
i n  s u c h  a  w a y  a s  t o  a l l o w  i t  t o  b e  s o l v e d  u s i n g  a  m u l t i - s w e e p  r e l a x a t i o n  a p p r o a c h ,  
S e c t i o n  6 . 3 . 4 .  W e  s u g g e s t  a g a i n  o n  t h i s  b a s i s  t h a t  t h e  q u i v a l e n t  t i m e  a u g m e n t e d  
s y s t e m  i s  w e l l  p o s e d  a s  a n  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m  i n  t i m e .  
A l t h o u g h  w e  h a v e  n o t  p r o v e d  t h e  c a s e  h e r e ,  i t  i s  w e l l  k n o w n  t h a t  t h e  s c a l a r  
s e c o n d  o r d e r  p a r a b o l i c  e q u a t i o n ,  w h i c h  i n  c o n t i n u o u s  f o r m  i s  w e l l  p o s e d  a s  a n  
i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m ,  m a y  b e  s o l v e d  n u m e r i c a l l y  a s  a n  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m ,  a n d  
t h a t  s u c h  a  n u m e r i c a l  s c h e m e  w i l l  b e  s t a b l e  f o r  ~x - - >  °  [ 7 7 J .  
W e  h a v e  c o n s i d e r e d  s i m p l e  e q u a t i o n s  r e p r e s e n t a t i v e  o f  t h e  e q u a t i o n  t y p e s  o f  
t h e  v a r i o u s  f o r m s  o f  t h e  l i n e a r i z e d  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s .  T h e  r e a s o n  w e  h a v e  
d o n e  t h i s  i s  t h a t  i n  s u c h  s i m p l e  c a s e s  i t  i s  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  a n a l y t i c  r e p r e s e n t a t i o n s  
f o r  t h e  s t a b i l i t y  p a r a m e t e r s ,  a n d  t h e r e f o r e  e n a b l e s  a  c l e a r e r  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  
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r e s u l t s  t o  b e  o b t a i n e d .  N o w  i f  w e  c o n s i d e r  t h e  f o r m s  o f  t h e  N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s ,  
c a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s ,  w e  f i n d  t h a t ;  
W h e n  w e  c o n s i d e r  e q u a t i o n  s e t  A  o f  C h a p t e r  3 ,  w h i c h  a s  w e  h a v e  s h o w n  i s  
a  h y p o e l l i p t i c ,  n o n - e l l i p t i c  a n d  n o n - p a r a b o l i c  s y s t e m ,  w e  f i n d  t h a t  i f  w e  a t t e m p t  
t o  s o l v e  i t  i n  d i s c r e t i z e d  f o r m  a s  a n  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m ,  S e c t i o n  6 . 4 . 1 ,  t h a t  w e  
o n c e  a g a i n  e n c o u n t e r  t h e  s a m e  s o r t  o f  m i n i m u m  m a r c h i n g  s t e p - s i z e  l i m i t a t i o n  a s  
t h a t  e n c o u n t e r e d  f o r  t h e  s c a l a r  e l l i p t i c  e q u a t i o n .  H o w e v e r ,  i n  t h i s  c a s e ,  s i n c e  i t  i s  
n o t  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  a n  a n a l y t i c  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  s p e c t r a l  r a d i u s  w e  o b t a i n e d  i t  
n u m e r i c a l l y  f o r  a  r a n g e  o f  v a l u e s  o f  t h e  v a r i o u s  a r g u e m e n t s .  A s  b e f o r e  w e  r e l a t e  
t h i s  t o  t h e  f a c t ,  d e m o n s t r a t e d  i n  C h a p t e r  3 ,  t h a t  e q u a t i o n  s e t  A  i s  i l l - p o s e d  a s  a n  
i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m .  
W h e n  e q u a t i o n  s e t  B  i s  d i s c r e t i z e d  t o  a l l o w  a  s c h e m e  m a r c h i n g  i n  t h e  x  d i r e c t i o n  
t o  b e  u s e d ,  S e c t i o n  6 . 4 . 2 ,  w e  o n c e  a g a i n  o b t a i n  t h e  s a m e  s t a b i l i t y  r e s t r i c t i o n .  I t  i s  
o f  i n t e r e s t  t o  n o t e  t h a t  i f  w e  c h o o s e  s m a l l  v a l u e s  f o r  v ,  t h e n  t h e  u V
x  
t e r m  i s  t h e  
d o m i n a n t  c o n t r i b u t e r  t o  t h e  i n s t a b i l i t y .  I f  w e  d r o p  t h i s  t e r m ,  a l t h o u g h  w e  s t i l l  
o b t a i n  a  m i n i m u m  m a r c h i n g  s t e p - s i z e  t y p e  o f  r e s t r i c t i o n ,  i t  i s  n o  l o n g e r  s o  s e v e r e ,  
a n d  n u m e r i c a l  e x p e r i m e n t a t i o n  s u g g e s t s  i t  i s  o f  t h e  f o r m ,  
W  
! : : : " x > - -
- R e ! : : : " y  
S u c h  a  ! : : : " x  m a y  a l l o w  a  s a t i s f a c t o r y  r e s o l u t i o n  f o r  s o m e  f l o w s ,  p r o v i d e d  t h a t  t h e  
u V
x  
t e r m  c a n  b e  d i s c a r d e d  o n  a n  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  b a s i s .  
W h e n  w e  c o n s i d e r  e q u a t i o n  s e t  C ,  w h i c h  i s  w e l l  p o s e d  a s  a n  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m ,  
d i s c r e t i z e d  i n  s u c h  a  w a y  a s  t o  a l l o w  a  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e  t o  b e  u s e d ,  S e c t i o n  
6 . 4 . 3 ,  w e  f i n d  f i r s t l y ,  t h a t  d u e  t o  t h e  s i m p l e  f o r m  o f  t h e s e  e q u a t i o n s ,  t h e y  u n c o u p l e  
i n  t h e  l i n e a r i z e d  f o r m ,  a n d  t h e r e f o r e  p r o v i d e d  e a c h  e q u a t i o n  i s  s t a b l e  s e p a r a t e l y ,  
t h e  s y s t e m  w i l l  b e .  T h i s  c o m e s  d o w n  t o  d e t e r m i n i n g  w h e t h e r  t h e  U  m o m e n t u m  
e q u a t i o n  i s  s t a b l e ,  w h i c h ,  a s  h a s  b e e n  s h o w n ,  i t  i s  p r o v i d e d  u  i s  p o s i t i v e  a n d  t h e  
h y b r i d  c e n t r a l / u p w i n d  d i f f e r e n c i n g  s c h e m e  g i v e n  i n  C h a p t e r  5  i s  u s e d .  
O n c e  a g a i n  w e  r e l a t e  t h e  a b o v e  b e h a v i o u r  d i r e c t l y  t o  t h e  f a c t  t h a t  ,  a s  i s  d e m o n -
s t r a t e d  i n  C h a p t e r  3 ,  t h e  o n l y  f o r m  o f  t h e  l i n e a r i z e d  N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  t h a t  
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i s  w e l l  p o s e d  a s  a n  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m  i n  s p a c e  i s  t h e  s e t  C .  T o  o b t a i n  a  s o l u t i o n  
n u m e r i c a l l y  f o r  s e t s  A  a n d  B  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  u s e  a  t i m e  m a r c h i n g  s c h e m e ,  s u c h  
a s  t h e  r e l a x a t i o n  s c h e m e  p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r  5 ,  a n d  s h o w n  t o  b e  s t a b l e  f o r  t h e  
e l l i p t i c  a n d  h y p o e l l i p t i c  e q u a t i o n  s e t s  ( 6 . 2 )  a n d  ( 6 . 3 )  i n  S e c t i o n s  6 . 3 . 3  a n d  6 . 3 . 4 .  
W e  s u g g e s t ,  w i t h o u t  p r o o f ,  t h a t  s i n c e  s u c h  a  s c h e m e  d o e s  i n  p r a c t i c e  g i v e  s o l u t i o n s  
f o r  e q u a t i o n  s e t s  A  a n d  B  f o r  s m a l l  A x  A y  a n d  R x  <  1 ,  a l t h o u g h  d u e  t o  c o m p u t e r  
l i m i t a t i o n s  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  l e t  t h e s e  p a r a m e t e r s  g o  t o  z e r o ,  t h e  e q u i v a l e n t  t i m e  
a u g m e n t e d  s e t s  a r e  w e l l  p o s e d  a s  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m s  i n  t i m e .  
N u m e r i c a l  r e s u l t s  h a v e  a l s o  b e e n  o b t a i n e d  f o r  t h e  s t a b i l i t y  c r i t e r i a  o f  t h e  e q u i v -
a l e n t  f o r m s  o f  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  t o  t h o s e  p r e s e n t e d  i n  t h i s  c h a p t e r ,  e x -
p r e s s e d  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s ,  a n d  i n d i c a t e  t h a t  o n c e  a g a i n  t h e  m a r c h i n g  s t e p - s i z e ,  
i n  t h i s  c a s e  t h e  s t e p - s i z e  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  s p h e r i c a l  r a d i u s ,  F i g u r e  4 . 1 ,  m u s t  b e  
g r e a t e r  t h a n  t h e  c r o s s - s t r e a m  e x t e n t  o f  t h e  d o m a i n .  T h e  a n a l y s i s  f o r  t h e  e q u a t i o n s  
i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  i s  e x a c t l y  t h e  s a m e  a s  t h a t  p r e s e n t e d  f o r  c a r t e s i a n  c o o r d i -
n a t e s ,  t h e  e q u a t i o n s  h a v e  b e e n  p r e s e n t e d  i n  c a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s  b e c a u s e  t h i s  i s  
c o n s i d e r e d  t o  b e  t h e  m o s t  g e n e r a l  p h y s i c a l  r e p r e s e n t a t i o n .  
I n  p r a c t i c e  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  h a v e  b e e n  f o u n d  t o  
g i v e  a n  a c c u r a t e  i n d i c a t i o n  o f  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  m e a n  f l o w  e q u a t i o n s ,  p r e s e n t e d  i n  
C h a p t e r  4 ,  w i t h  t h e  v a r i o u s  s c h e m e s .  T h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s ,  u s i n g  a n  e d d y  v i s c o s -
i t y  t u r b u l e n c e  m o d e l ,  a r e  n u m e r i c a l l y  s o l u b l e  u s i n g  a  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m  m a r c h -
i n g  i n  t h e  a x i a l  d i r e c t i o n ,  w i t h  n o  m i n i m u m  m a r c h i n g  s t e p - s i z e  s t a b i l i t y  r e s t r i c t i o n .  
W h i l e  t h e  f u l l  a n d  p a r t i a l l y  r e d u c e d  e q u a t i o n s  a r e  s o l u b l e  u s i n g  t h e  m u l t i - s w e e p  
r e l a x a t i o n  s c h e m e .  
6 . 6  C o n c l u s i o n s  
v V e  h a v e  f o u n d  t h a t  t h e  h y p o e l l i p t i c  n o n - p a r a b o l i c  e q u a t i o n s  c o n s i d e r e d ,  w h i c h  a r e  
i l l - p o s e d  a s  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m s ,  w i l l  e x h i b i t  a  m i n i m u m  m a r c h i n g  s t e p - s i z e  s t a b i l -
i t y  r e s t r i c t i o n ,  w h e n  s o l v e d  n u m e r i c a l l y  u s i n g  a  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m .  A l t h o u g h  
w e  h a v e  n o t  p r o v e d  i t  i n  g e n e r a l ,  w e  s u g g e s t  t h a t  s u c h  b e h a v i o u r  w i l l  a l w a y s  o c c u r  
j  
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a n d  i s  a  r e s u l t  o f  t h e  i l l - p o s e d n e s s  o f  t h e  c o n t i n u o u s  p r o b l e m ,  a n d  t h e  f a c t  t h a t  t h e  
d i s c r e t i z e d  e q u a t i o n s  a r e  a n  a c c u r a t e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  c o n t i n u o u s  e q u a t i o n s  f o r  
s m a l l  m e s h e s .  
W e  a l s o  s u g g e s t ,  w i t h o u t  p r o o f ,  t h a t  s u c h  e q u a t i o n  t y p e s  m a y  b e  s o l v e d  n u -
m e r i c a l l y  u s i n g  m u l t i - s w e e p  r e l a x a t i o n  s c h e m e s  o f  t h e  t y p e  d e s c r i b e d  i n  C h a p t e r  
5 .  
R e s u l t s  o b t a i n e d  f o r  t h e  l i n e a r i z e d  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  a r e  f o u n d  i n  p r a c t i s e  
t o  g i v e  a n  a c c u r a t e  i n d i c a t i o n ·  o f  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  m e a n  p l u s  t u r b u l e n t  e q u a t i o n s  
s o l v e d  t o  s i m u l a t e  i n t e r n a l  s w i r l i n g  d i f f u s e r  f l o w  i n  t h e  c u r r e n t  p r o j e c t .  T h a t  i s ,  
r e f e r r i n g  t o  t h e  e q u a t i o n  s e t s  o f  C h a p t e r  4 ,  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s  m a y  b e  s o l v e d  
a n d  s t a b l e  s o l u t i o n s  o b t a i n e d  u s i n g  a  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e .  I f  s u c h  a  s c h e m e  i s  
u s e d  w i t h  e i t h e r  t h e  f u l l  o r  p a r t i a l l y  r e d u c e d  e q u a t i o n s  w e  e n c o u n t e r  a  m i n i m u m  
m a r c h i n g  s t e p - s i z e  s t a b i l i t y  r e s t r i c t i o n  o f  t h e  t y p e  o b t a i n e d  i n  t h e  p r e s e n t  C h a p t e r  
f o r  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n  s e t s  A  a n d  B .  
H o w e v e r  t h e  f u l l  a n d  p a r t i a l l y  
r e d u c e d  e q u a t i o n  s e t s  o f  C h a p t e r  4  d o  a d m i t  s t a b l e  s o l u t i o n s  w h e n  t h e  m u l t i - s w e e p  
s c h e m e  i s  u s e d .  
C h a p t e r  7  
R e s u l t s  
T h i s  c h a p t e r  c o n t a i n s  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  m u l t i - s w e e p  s c h e m e  w i t h  t h e  
v a r i o u s  t u r b u l e n c e  m o d e l s  c o m p a r e d  t o  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  f o r  a  r a n g e  o f  t u r b u l e n t  
s w i r l i n g  d i f f u s e r  f l o w s .  I t  a l s o  c o n t a i n s  r e f e r e n c e s  t o  r e s u l t s  p u b l i s h e d  i n  p a p e r s  
d u r i n g  t h e  c o u r s e  o f  t h e  p r o j e c t ,  t h o s e  p a p e r s ,  a u t h o r e d  b y  A r m f i e l d  a n d  F l e t c h e r ,  
a n d  r e f e r r e d  t o  i n  t h i s  c h a p t e r ,  a r e  i n c l u d e d  i n  t h e  a p p e n d i x .  
I n  t h e  p r e s e n t  c h a p t e r  w e  f r e q u e n t l y  r e f e r  t o  t h e  f u l l  a n d  r e d u c e d  f o r m s  o f  t h e  
t u r b u l e n c e  m o d e l s .  W h a t  i s  m e a n t  b y  t h i s  i s  a s  f o l l o w s .  T h e  f u l l  f o r m  o f  t h e  k  - E  
m o d e l  c o n s i s t s  o f  t h e  f u l l  m e a n  f l o w  e q u a t i o n s  i n  t h e  e d d y - v i s c o s i t y  f o r m ,  e q u a t i o n s  
( 4 . 6 )  t o  ( 4 . 8 ) ,  t h e  c o n t i n u i t y  e q u a t i o n  ( 4 . 4 ) ,  w h i c h  i s  t h e  s a m e  f o r  a l l  t h e  f o r m s ,  
a n d  t h e  f u l l  k  a n d  E  e q u a t i o n s ,  ( 4 . 1 7 )  a n d  ( 4 . 1 8 ) .  T h e  r e d u c e d  k  - €  m o d e l  u s e s  t h e  
r e d u c e d  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s ,  t h a t  i s  e q u a t i o n s  ( 4 . 2 1 ) ,  ( 4 . 2 3 ) ,  ( 4 . 2 6 )  a n d  c o n t i n u i t y  
f o r  t h e  m e a n  f l o w ,  a n d  t h e  e q u i v a l e n t  r e d u c e d  f o r m s  o f  t h e  k  a n d  €  e q u a t i o n s .  
S i m i l a r l y  f o r  t h e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l s ,  t h e  f u l l  f o r m  c o n s i s t s  o f  t h e  
e q u a t i o n s  ( 4 . 1 )  t o  ( 4 . 4 )  f o r  t h e  m e a n  f l o w ,  a n d  e q u a t i o n s  ( 4 . 9 )  t o  ( 4 . 1 4 ) ,  ( 4 . 1 7 )  a n d  
( 4 . 1 8 )  f o r  t h e  t u r b u l e n c e  q u a n t i t i e s .  T h e  r e d u c e d  f o r m  c o n s i s t s  o f  t h e  e q u i v a l e n t  
m e a n  f l o w  e q u a t i o n s  t o  t h o s e  u s e d  f o r  t h e  r e d u c e d  f o r m  o f  t h e  k  - €  m o d e l ,  w i t h  t h e  
R e y n o l d s  s t r e s s e s  e x p r e s s e d  e x p l i c i t l y  r a t h e r  t h a n  i n  t h e  e d d y - v i s c o s i t y  f o r m ,  a n d  
t h e  t u r b u l e n c e  e q u a t i o n s  r e d u c e d  i n  t h e  m a n n e r  d e s r i b e d  i n  S e c t i o n  4 . 8 . 2 .  
N o  t u r b u l e n c e  r e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d  f o r  t h e  f l o w s  o f  S o ,  S e c t i o n  7 . 1 ,  a n d  S e n o o ,  
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S e c t i o n  7 . 4 .  T h e  r e s u l t s  o f  S o  a r e  i n c l u d e d  t o  d e m o n s t r a t e  t h e  c h a n g e s  t h a t  m a y  
b e  e f f e c t e d  i n  t h e  m e a n  f l o w  b y  u s i n g  t h e  d i f f e r e n t  t u r b u l e n c e  m o d e l s ,  a s  a n  e x a m p l e  
o f  o n e  m o d e r a t e l y  s w i r l i n g  f l o w  t h a t  i s  b e t t e r  p r e d i c t e d  a t  t h e  d o w n s t r e a m  l o c a t i o n  
b y  t h e  v e r y  s i m p l e  a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  t u r b u l e n c e  m o d e l ,  a n d  t o  c o m p a r e  t h e  
r e s u l t s  o f  t h e  f u l l  a n d  r e d u c e d  v e r s i o n s  o f  t h e  k  - €  m o d e l .  T h e  S e n o o  r e s u l t s  h a v e  
b e e n  i n c l u d e d  p r i m a r i l y  t o  a g a i n  c o m p a r e  t h e  r e d u c e d  a n d  f u l l  e q u a t i o n s  f o r  a  l a r g e r  
a n g l e  d i f f u s e r .  
T h e  C l a u s e n  f l o w ,  S e c t i o n  7 . 3 ,  i s  t h e  o n l y  s w i r l i n g  d i f f u s e r  f l o w  o b t a i n e d  f o r  
w h i c h  d e t a i l e d  m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  t u r b u l e n c e  q u a n t i t i e s  a r e  a v a i l a b l e .  F o r  t h i s  
r e a s o n  i t  i s  t h e  f l o w  u s e d  t o  m a k e  a  c o m p a r a t i v e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  t u r b u l e n c e  m o d e l s .  
D i s c u s s i o n  o f  t h e  r e s u l t s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  c h a p t e r  i s  c a r r i e d  o u t  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r .  
7 . 1  R e s u l t s  o f  S o  
S o  p r e s e n t s  e x p e r i m e n t a l  d a t a  f o r  s w i r l i n g  f l o w  i n  a  c o n i c a l  d i f f u s e r  o f  a p p r o x i m a t e l y  
6 °  t o t a l  i n t e r n a l  a n g l e ,  a n  a r e a  r a t i o  o f  t h r e e  a n d  n o  t a i l p i p e  [ 9 ] .  T h e  f l o w  i s  s w i r l e d  
b y  b l o w i n g  i t  r a d i a l l y  i n t o  t h e  d i f f u s e r  e n t r a n c e  a n d  t u r n i n g  i t  w i t h  v a r i a b l e  p i t c h  
v a n e s ,  t h e r e b y  a l l o w i n g  t h e  a m o u n t  o f  s w i r l  t o  b e  c o n t r o l l e d .  T h e  R e y n o l d s  n u m b e r  
b a s e d  o n  m e a n  a x i a l  i n l e t  v e l o c i t y  a n d  i n l e t  d i a m e t e r  i s  3 8 0 , 0 0 0 .  T h i s  f o r m  o f  s w i r l  
g e n e r a t i o n  h a s  t h e  e f f e c t  o f  p r o d u c i n g  a  v e r y  n o n - u n i f o r m  i n i t i a l  a x i a l  v e l o c i t y  p r o f i l e  
w i t h  a  m a r k e d  d i p  a t  t h e  c e n t r e l i n e . .  T h e  r e s u l t i n g  s w i r l  p r o f i l e  i s  t h a t  o f  a  f r e e  
v o r t e x ,  w h e r e  t h e  p e a k  i n  v e l o c i t y  i s  w e l l  a w a y  f r o m  t h e  w a l l .  I n  t h e  r e p o r t  r e s u l t s  
f o r  v a n e  a n g l e s  o f  f r o m  0 °  t o  7 0 °  a r e  p r e s e n t e d ,  r a n g i n g  f r o m  w e a k  s w i r l ,  t h r o u g h  
m o d e r a t e ,  t o  s t r o n g  s w i r l  i n  w h i c h  c e n t r e l i n e  a x i a l  v e l o c i t y  r e v e r s a l  t a k e s  p l a c e .  
O w i n g  t o  t h e  s m a l l  d i f f u s e r  a n g l e  a n d  a r e a  r a t i o  n o  w a l l  s e p a r a t i o n  o c c u r s .  H e n c e  
t h i s  d a t a  s e t  c o n t a i n s  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  f o r  t h e  f l o w  r e g i m e s  b e i n g  i n v e s t i g a t e d  
i n  t h e  p r e s e n t  p r o j e c t .  
S o  i s  p r i m a r i l y  i n t e r e s t e d  i n  t h e  e f f e c t  o f  s w i r l  o n  t h e  a . . . ; : : i a l  v e l o c i t y  i n  t h e  c o r e  
r e g i o n ,  w h i c h ,  h e  a r g u e s ,  i s  i n d e p e n d e n t  o f  p h e n o m e n a  i n  t h e  n e a r  w a l l  r e g i o n ,  a n d  
t h e r e f o r e  o n l y  p r o v i d e s  d a t a  p o i n t s  u p  t o  w i t h i n  a  f i f t h  o f  a  r a d i u s  o f  t h e  w a l l ,  
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T a b l e  7 . 1 :  T u r b u l e n c e  C o n s t a n t s  
T u r b u l e n c e  m o d e l  C ,  
C
2  
C k }  
C d  
C , 2  
C , 3  C v  
K ;  
k - €  -
-
1 . 0  1 . 4 4  
0 . 8 2  
1 . 9 2  0 . 0 9  
0 . 4 1  
A l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  
2 . 8  0 . 8  
1 . 0  1 . 4 4  
0 . 8 2  
1 . 9 2  -
0 . 4 1  
A l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  3 . 0  0 . 3  
1 . 0  1 . 4 4  
0 . 8 2  
1 . 9 2  -
0 . 4 1  
p l u s  f a l s e  p r o d u c t i o n  
p r e s e n t i n g  n o  p o i n t s  i n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  
T h e  f i r s t  d a t a  s e t  i s  l o c a t e d  a t  a  
p o i n t  a p p r o x i m a t e l y  o n e  d i a m e t e r  d o w n s t r e a m  f r o m  t h e  d i f f u s e r  e n t r a n c e ,  a n d  a t  
t h i s  p o i n t  o n l y  a x i a l  a n d  c i r c u m f e r e n t i a l  m e a n  f l o w  a n d  p r e s s u r e  a r e  p r e s e n t e d ,  w i t h  
n o  r a d i a l  v e l o c i t y ,  a n d  n o  R e y n o l d s  s t r e s s e s .  T h i s  l a c k  o f  c o m p r e h e n s i v e  d a t a  s e t s  
m a k e s  i t  d i f f i c u l t  t o  s p e c i f y  i n i t i a l  d a t a  f o r  t h e  c o m p u t i o n a l  p r o c e d u r e .  F o r  t h e  
r e s u l t s  p r e s e n t e d  u s i n g  t h e  s i n g l e  s w e e p  a l g o r i t h m ,  A r m f i e l d  a n d  F l e t c h e r  [ 1 0 ] ,  t h e  
c o m p u t a t i o n a l  d o m a i n  i s  s t a r t e d  a t  t h e  d i f f u s e r  e n t r a n c e ,  a n d  v a r i o u s  p r o f i l e s  t r i e d  
u n t i l  a  s u i t a b l e  m a t c h  t o  t h e  f i r s t  d o w n s t r e a m  d a t a  s e t  i s  o b t a i n e d .  · W h e n  t h e  
m u l t i - s w e e p  a l g o r i t h m  i s  u s e d ,  A r m f i e l d  a n d  F l e t c h e r  [ 2 0 ] , [ 6 9 ]  a n d  i n  t h e  p r e s e n t  
c h a p t e r ,  t h e  c o m p u t a t i o n a l  d o m a i n  i s  s t a r t e d  a t  t h e  f i r s t  s e t  o f  d a t a  p o i n t s  d o w n -
s t r e a m  o f  t h e  e n t r a n c e .  I n  b o t h  c a s e s  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  r a d i a l  v e l o c i t y  a t  t h e  
s t a r t  o f  t h e  c o m p u t a t i o n a l  d o m a i n  i s  z e r o ,  w h i c h ,  e s p e c i a l l y  c o n s i d e r i n g  t h e  w a y  i n  
w h i c h  s w i r l  i s  i n d u c e d ,  i s  p r o b a b l y  n o t  t h e  c a s e  f o r  t h e  m o d e r a t e l y  s w i r l i n g  f l o w .  
T h e  i n i t i a l  p r o f i l e  f o r  k  i s  o b t a i n e d  b y  a s s u m i n g  t h a t  i t  i s  2 %  o f  t h e  m e a n  k i n e t i c  
e n e r g y ,  a n d  €  i s  o b t a i n e d  i n  t h e  m a n n e r  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  4 . 1 1 ,  w i t h  t h e  l e n g t h  
I  b e i n g  s e t  t o  0 . 0 5  o f  t h e  e n t r a n c e  d i a m e t e r .  
T h e  c o n s t a n t s  u s e d  i n  t h e  t u r b u l e n c e  m o d e l s  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  7 . 1 .  T h o s e  
u s e d  f o r  t h e  k  a n d  €  e q u a t i o n s  a r e  t h e  s t a n d a r d  o n e s  r e c o m m e n d e d  [ 4 8 ] J [ 4 4 ] .  F o r  
t h e  A R S + F P  ( a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  p l u s  f a l s e  p r o d u c t i o n  t e r m s )  m o d e l  t h e  
c o n s t a n t s  u s e d  a r e  t h o s e  r e c o m m e n d e d  b y  G i b s o n  a n d  Y o u n i s  [ 4 4 ] ,  f o r  t h e  A R S  
( a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s )  m o d e l  t h e y  w e r e  p r e s c r i b e d  s o  a s  t o  a c c u r a t e l y  p r e d i c t  
t h e  c e n t r e l i n e  a x i a l  v e l o c i t y .  
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C o m p a r i s o n s  o f  r e s u l t s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m  u s i n g  a n  a l g e -
b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  f o r m u l a t i o n  w i t h  S o ' s  r e s u l t s  f o r  z e r o  a n d  w e a k  s w i r l  ( S n  =  0 . 0  
a n d  S n  =  0 . 2 5 ,  S n  d e f i n e d  i n  S e c t i o n  1 . 2 )  a r e  p r e s e n t e d  i n  A r m f i e l d  a n d  F l e t c h e r  
[ 1 0 ] ,  F i g u r e s  1 0 ,  1 1  a n d  1 2 .  A s  c a n  b e  s e e n  t h e  a g r e e m e n t  i s  e x t r e m e l y  g o o d ,  
p r o v i d i n g  s u p p o r t  f o r  t h e  h y p o t h e s i s  t h a t  d i f f u s e r  f l o w s  o f  t h i s  t y p e ,  i . e .  w e a k  s w i r l  
l o w  d i f f u s e r  a n g l e ,  m a y  b e  s i m u l a t e d  a c c u r a t e l y  u s i n g  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s  s o l v e d  
b y  a  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m  u s i n g  a n  a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  m o d e l  o f  t u r b u l e n c e .  
T h e  n e x t  d a t a  s e t  c o n s i d e r e d  i s  i n  t h e  m o d e r a t e  s w i r l  r e g i m e  ( S n  =  0 . 5 ) ,  w h e r e  
t h e  a x i a l  c e n t r e l i n e  v e l o c i t y  i s  s i g n i f i c a n t l y  r e d u c e d ,  t h o u g h  n o t  t o  t h e  p o i n t  o f  
r e v e r s a l ,  b y  t h e  i n c l u s i o n  o f  s w i r l .  F o r  t h i s  f l o w  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  u s e  t h e  m u l t i - s w e e p  
a l g o r i t h m  t o  o b t a i n  s o l u t i o n s .  T h e  r e s u l t s  a r e  c o m p a r e d  w i t h  S o ' s  d a t a  u s i n g  b o t h  
a n  a l g e b r a i c  e d d y  v i s c o s i t y  a n d  k  - €  m o d e l  o f  t u r b u l e n c e ,  s t i l l  u s i n g  t h e  r e d u c e d  
e q u a t i o n s ,  p r e s e n t e d  i n  A r m f i e l d  a n d  F l e t c h e r  [ 2 0 ]  F i g u r e s  2 ,  3  a n d  4 .  R a t h e r  
s u r p r i s i n g l y  t h e  a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  m o d e l  p e r f o r m s  c o n s i d e r a b l y  b e t t e r  t h a n  
t h e  k  - €  m o d e l  f o r  t h i s  f l o w .  
R e s u l t s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  A R S  ( a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s )  m o d e l  a r e  c o m p a r e d  
w i t h  t h o s e  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  k  - €  m o d e l  a n d  S o ' s  r e s u l t s  i n  A r m f i e l d  a n d  F l e t c h e r  
[ 6 9 ] ,  F i g u r e s  3 ,  4  a n d  5 ,  s t i l l  u s i n g  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s .  B y  s u i t a b l y  c h o o s i n g  t h e  
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c o n s t a n t s  i n  t h e  A R S  m o d e l ,  w h i c h  a r e  t h o s e  g i v e n  i n  T a b l e  7 . 1 ,  i t  i s  
p o s s i b l e  t o  c o r r e c t l y  p r e d i c t  t h e  a x i a l  c e n t r e l i n e  v e l o c i t y ,  w h i c h  h a s  b e e n  f o u n d  t o  
b e  t h e  m o s t  s e n s i t i v e  p a r a m e t e r .  D e s p i t e  t h e  m o d e r a t e  i m p r o v e m e n t  i n  p r e d i c t i o n s  
o f  t h e  A R S  m o d e l  c o m p a r e d  t o  t h o s e  o f  t h e  k  - €  m o d e l ,  i t s  p r e d i c t i o n  o f  t h e  m e a n  
v e l o c i t i e s  i s  s t i l l  n o t  a s  g o o d  a s  t h a t  o f  t h e  a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  m o d e l  f o r  t h i s  
f l o w .  
R e s u l t s  i n  t h e  p r e s e n t  s e c t i o n  a r e  f o r  t h e  s a m e  m o d e r a t e l y  s w i r l i n g  f l o w  ( S n  =  
0 . 5 )  a s  h a s  b e e n  d e s c r i b e d  a b o v e ,  b u t  t h i s  t i m e  u s i n g  t h e  m u l t i - s w e e p  s c h e m e  m o d -
i f i e d  t o  s o l v e  t h e  f u l l  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s ,  a s  d e s c r i b e d  i n  C h a p t e r  5 .  T h e  c o d e  h a s  
b e e n  r u n  o n  a  m e s h  o f  a p p r o x i m a t e l y  4 0 x 4 0  p o i n t s .  T h e  r e a s o n  f o r  t h i s  c h o i c e  i s  
d i s c u s s e d  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r .  A  v a r i a b l e  m e s h  i s  u s e d  i n  t h e  r a d i a l  d i r e c t i o n ,  t o  
e n a b l e  m o r e  p o i n t s  t o  b e  p l a c e d  i n  t h e  n e a r  w a l l  a n d  n e a r  a x i s  r e g i o n s ,  w h e r e  t h e  
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m e a n  f l o w  g r a d i e n t s  a r e  l a r g e s t .  T h e  p o i n t  n e a r e s t  t h e  w a l l  i s  a t  a  l o c a t i o n  0 . 0 0 1  
o f  a  d i a m e t e r  i n t o  t h e  f l o w ,  a n d  t h a t  n e a r e s t  t h e  a x i s  0 . 0 1  o f  a  d i a m e t e r  f r o m  t h e  
a x i s .  T h e  c o d e  i s  r u n  o n  a  P e r k i n  E l m e r  3 2 2 0  c o m p u t e r ,  a n d  a t t a i n s  a  c o n v e r g e n c e  
c r i t e r i o n  o f  1  x  1 0 -
5  
i n  4 0 0  i t e r a t i o n s  f o r  t h e  k  - €  m o d e l ,  a n d  6 0 0  i t e r a t i o n s  f o r  
t h e  A R S  m o d e l ,  u s i n g  a  r e l a x a t i o n  p a r a m e t e r  o f  0 . 4  f o r  a l l  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s .  
R u n  t i m e  i s  o f  t h e  o r d e r  o f  o n e  m i n u t e  p e r  i t e r a t i o n  f o r  b o t h  t h e  t u r b u l e n c e  m o d e l s ,  
a n d  s o  t h e  i n c r e a s e  i n  t i m e  f o r  t h e  A R S  i s  d u e  t o  t h e  l a r g e r  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s  
r e q u i r e d  t o  a t t a i n  a  g i v e n  c o n v e r g e n c e  c r i t e r i o n .  S i m i l a r  m e s h e s  a n d  r u n - t i m e s  
a l s o  a p p l y  t o  t h e  o t h e r  p r o b l e m s  f o r  w h i c h  r e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d  i n  t h i s  c h a p t e r .  
F i g u r e s  7 . 1  7 . 2  a n d  7 . 3  c o n t a i n  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  k  - E  m o d e l  i n  
r e d u c e d  f o r m ,  i n  f u l l  f o r m ,  a n d  i n  f u l l  f o r m  w i t h  t h e  R i c h a r d s o n  n u m b e r  c o r r e c t i o n  
f a c t o r  i n c l u d e d  i n  t h e  E  e q u a t i o n ,  t h e  k  - E + R  m o d e l .  C o m p a r i n g  t h e  f u l l  a n d  
r e d u c e d  f o r m s  o f  t h e  k  - €  m o d e l  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e r e  i s  v e r y  l i t t l e  d i f f e r e n c e .  
T h e  d r o p  i n  a x i a l  c e n t r e l i n e  v e l o c i t y  i s  u n d e r p r e d i c t e d  i n  b o t h  c a s e s ,  a n d  t h e  s w i r l  i s  
p r e d i c t e d  a s  b e i n g  c l o s e  t o  s o l i d  b o d y ,  r a t h e r  t h a n  f r e e  v o r t e x .  T h e  p r e s s u r e  i s  q u i t e  
w e l l  p r e d i c t e d  i n  b o t h  c a s e s .  I t  i s  p a r t i c u a l a r l y  i n t e r e s t i n g  t o  s e e  t h a t  t h e  r a d i a l  
v a r i a t i o n  i n  p r e s s u r e  i s  s o  s i m i l a r  f o r  b o t h  t h e  r e d u c e d  a n d  f u l l  e q u a t i o n s .  O w i n g  
t o  t h e  f o r m  o f  t h e  r e d u c e d  c r o s s - s t r e a m  m o m e n t u m  e q u a t i o n ,  e q u a t i o n  ( 4 . 2 6 ) ,  f r o m  
w h i c h  t h e  r a d i a l  v a r i a t i o n  i n  p r e s s u r e  i s  o b t a i n e d ,  c o m p a r e d  t o  t h e  f u l l  e q u a t i o n ,  
e q u a t i o n  ( 4 . 5 ) ,  t h e  r a d i a l  v a r i a t i o n  i n  p r e s s u r e  i s  w h e r e  o n e  w o u l d  f i r s t  e x p e c t  t o  
s e e  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  t h e  f u l l  a n d  r e d u c e d  f o r m s  o c c u r i n g .  
N o w  i f  w e  c o m p a r e  t h e  e f f e c t  o f  i n c l u d i n g  t h e  R i c h a r d s o n  n u m b e r  c o r r e c t i o n  
f a c t o r ,  i t  i s  s e e n  t h a t  a  s u b s t a n t i a l  i m p r o v e m e n t  i s  m a d e  t o  t h e  p r e d i c t i o n  o f  t h e  
a x i a l  c e n t r e l i n e  v e l o c i t y  d r o p ,  w i t h  t h e  c o r r e c t e d  v e r s i o n  b e i n g  a l m o s t  p e r f e c t .  I n -
c l u s i o n  o f  t h e  c o r r e c t i o n  f a c t o r  m a k e s  v e r y  l i t t l e  d i f f e r e n c e  t o  t h e  s w i r l  a n d  p r e s s u r e  
p r o f i l e s .  
R e s u l t s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  A R S  a n d  A R S + F P  a r e  c o m p a r e d  t o  t h o s e  o b t a i n e d  
u s i n g  t h e  k  - E + R  m o d e l  a n d  S o ' s  d a t a  i n  F i g u r e s  7 . 4  7 . 5  a n d  7 . 6 .  A s  c a n  b e  s e e n  
f o r  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  t h e  A R S  p e r f o r m s  c o n s i d e r a b l y  b e t t e r  t h a n  t h e  A R S + F P .  F o r  
s w i r l  t h e  A R S  c o u l d  b e  s a i d  t o  p e r f o r m  a  l i t t l e  b i t  b e t t e r  t h a n  t h e  A R S + F P ,  b u t  
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F i g u r e  7 . 1 :  A x i a l  v e l o c i t y  u s i n g  k  - €  a n d  k  - € + R  m o d e l s  c o m p a r e d  t o  S o  d a t a .  
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F i g u r e  7 . 2 :  S w i r l  v e l o c i t y  u s i n g  k  - €  a n d  k  - € + R  m o d e l s  c o m p a r e d  t o  S o  d a t a .  
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F i g u r e  7 . 4 :  A x i a l  v e l o c i t y  u s i n g  A R S ,  A R S + F P  a n d  k  - € + R  m o d e l s  c o m p a r e d  t o  
S o  d a t a .  
t h e r e  i s  n o t  m u c h  d i f f e r e n c e .  O v e r a l l  f o r  t h e  v e l o c i t i e s  i t  a p p e a r s  t h a t  t h e  a l g e b r a i c  
R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l  w i t h o u t  t h e  f a l s e  p r o d u c t i o n  t e r m s  i s  p o s s i b l y  a  l i t t l e  b e t t e r  
t h a n  t h e  A R S + F P  a n d  t h e  k  - € + R  m o d e l s .  
I t  c a n  b e  s e e n  i n  F i g u r e  7 . 6  t h a t  t h e  A R S  a n d  A R S + F P  d o  g i v e  d i f f e r e n t  p r e -
d i c t i o n s  t o  t h o s e  o f  t h e  k  - € +  R ,  f o r  t h e  p r e s s u r e .  T h i s  i s  d u e  t o  t h e  s i g n i f i c a n t  
d i f f e r e n c e  i n  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  p r e d i c t e d  b y  t h e  d i f f e r e n t  m o d e l s .  T h e  a l g e b r a i c  
R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l s  p r o v i d e  a  b e t t e r  p r e d i c t i o n  a t  t h e  d o w n s t r e a m  l o c a t i o n .  
7 . 1 . 1  S u m m a r y  
F o r  S o ' s  m o d e r a t e l y  s w i r l i n g  f l o w  c o n s i d e r e d  i n  t h i s  S e c t i o n  t h e  A R S  a n d  k  - € + R  
m o d e l s  b o t h  l e a d  t o  r e a s o n a b l e  p r e d i c t i o n s ,  a c c u r a t e l y  p r e d i c t i n g  t h e  c e n t r e l i n e  
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F i g u r e  7 . 5 :  S w i r l  v e l o c i t y  u s i n g  A R S ,  A R S + F P  a n d  k  - e + R  m o d e l s  c o m p a r e d  t o  
S o  d a t a .  
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F i g u r e  7 . 6 :  P r e s s u r e  u s i n g  A R S ,  A R S + F P  a n d  k  - e + R  m o d e l s  c o m p a r e d  t o  S o  
d a t a .  
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a x i a l  v e l o c i t y  a t  t h e  d o w n s t r e a m  l o c a t i o n .  A l t h o u g h ,  p a r t i c u l a r l y  i n  t h i s  r e s p e c t ,  
t h e y  d o  p e r f o r m  b e t t e r  t h a n  t h e  A R S + F P  a n d  s t a n d a r d  k  - €  m o d e l s ,  t h e  r e s u l t s  
a r e  n o t  e n t i r e l y  s a t i s f a c t o r y .  T h e  n e a r  w a l l  v e l o c i t y ,  f o r  b o t h  t h e  s w i r l  a n d  t h e  
1 L ' { i a l  c o m p o n e n t s ,  i s  p r e d i c t e d  a s  b e i n g  t o o  h i g h .  A s  h a s  b e e n  d e m o n s t r a t e d  i n  
A r m f i e l d  a n d  F l e t c h e r  [ 2 0 ]  t h e  a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  m o d e l  a p p e a r s  t o  g i v e  a  
b e t t e r  p r e d i c t i o n  o f  t h e s e  q u a n t i t i e s .  
A l t h o u g h  t h e  l a c k  o f  e x p e r i m e n t a l  d a t a  p o i n t s  m a k e s  i t  d i f f i c u l t  t o  m a k e  a b s o l u t e  
a s s e s s m e n t s  o f  t h e  t u r b u l e n c e  m o d e l s ,  o n  t h e  b a s i s  o f  t h e i r  p r e d i c t i o n s  f o r  t h e  f l o w  
c o n s i d e r e d  i n  t h e  p r e s e n t  S e c t i o n ,  i t  i s  s t i l l  p o s s i b l e  t o  m a k e  s o m e  c o m p a r i t i v e  
o b s e r v a t i o n s  o f  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  m o d e l s .  
T h e  i n c l u s i o n  o f  t h e  R i c h a r d s o n  c o r r e c t i o n  i n t o  t h e  s t a n d a r d  k  - €  m o d e l  d o e s  
l e a d  t o  i m p r o v e m e n t ,  i n  t h e  p r e d i c t i o n  o f  a x i a l  c e n t r e l i n e  v e l o c i t y  p r e d o m i n a n t l y ,  
w i t h  a  s m a l l  i m p r o v e m e n t  i n  t h e  p r e d i c t i o n  o f  s w i r l .  T h i s  i s  a c c o m p l i s h e d  b y  t h e  
R i c h a r d s o n  c o r r e c t i o n  f a c t o r s  e f f e c t  o f  i n c r e a s i n g  t h e  d i s s i p a t i o n  a n d  t h e r e b y  r e d u c -
i n g  k  a n d  t h e  e d d y - v i s c o s i t y .  I t  a p p e a r s  t h a t  t h e  c e n t r e l i n e  a x i a l  v e l o c i t y  i s  t h e  
p a r a m e t e r  m o s t  s e n s i t i v e  t o  t h e  t u r b u l e n c e  q u a n t i t i e s ,  p r e s u m a b l y  b e c a u s e  a  s m a l l  
c h a n g e  i n  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  n e a r  t h e  w a l l  l e a d s ,  v i a  t h e  c o n s t a n t  
m a s s  f l o w  c o n s t r a i n t ,  t o  a  l a r g e  c h a n g e  i n  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  a t  t h e  c e n t r e l i n e .  
T h e  A R S + F P  m o d e l  p e r f o r m e d  s i m i l a r l y  t o  t h e  k  - €  m o d e l .  T h i s  f o r m  o f  t h e  
a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l  i s  t h a t  g e n e r a l l y  s u g g e s t e d  i n  t h e  l i t e r a t u r e  f o r  
s w i r l i n g  f l o w ,  t h e  C l  a n d  C
2  
c o n s t a n t s  u s e d  w i t h  i t  a r e  t h o s e  s u g g e s t e d  b y  G i b s o n  
a n d  Y o u n i s  [ 4 4 ] .  O t h e r  w o r k e r s  h a v e  s u g g e s t e d  t h e  u s e  o f  d i f f e r e n t  c o n s t a n t s ,  b u t  
t h o s e  o f  G i b s o n  a n d  Y o u n i s  a r e  f o u n d  t o  g i v e  t h e  b e s t  r e s u l t s .  W h e n  t h e  f a l s e  
p r o d u c t i o n  t e r m s  a r e  n o t  i n c l u d e d  ( A R S  m o d e l )  i t  i s  f o u n d  t h a t ,  b y  a  s u i t a b l e  c h o i c e  
o f  t h e s e  c o n s t a n t s ,  T a b l e  7 . 1 ,  b e t t e r  r e s u l t s  t h a n  t h o s e  o f  t h e  A R S + F P  m o d e l  a r e  
o b t a i n e d ,  g i v i n g  r e s u l t s  t h a t  a r e  s i m i l a r  t o  t h e  k  - € + R  m o d e l .  
T h e  d i f f e r e n t  p r e d i c t i o n s  f o r  t h e  m e a n  f l o w  o b t a i n e d  w i t h  t h e  d i f f e r e n t  m o d e l s  
a r e ,  o f  c o u r s e ,  a  r e f l e c t i o n  o f  t h e i r  d i f f e r i n g  p r e d i c t i o n s  o f  t h e  t u r b u l e n c e  q u a n t i t i e s .  
T h e  q u a l i t a t i v e  d i f f e r e n c e s  i n  t h e  t u r b u l e n c e  q u a n t i t i e s  a r e  s i m i l a r  t o  t h o s e  f o r  t h e  
f l o w  c o n s i s i d e r e d  i n  t h e  n e x t  S e c t i o n .  
C H A P T E R  7 .  R E S U L T S  
1 2 7  
A s  h a s  b e e n  s a i d ,  f o r  t h e  r e s u l t s  o f  S o  i t  h a s  b e e n  d i f f i c u l t  o b t a i n i n g  s a t i s f a c t o r y  
i n i t i a l  c o n d i t i o n s .  T h e r e f o r e  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  r e a d  t o o  m u c h  i n t o  t h e s e  r e s u l t s  
a n d  d e t a i l e d  a s s e s m e n t  o f  t h e  m o d e l s  m o s t  c e r t a i n l y  r e q u i r e s  b e t t e r  e x p e r i m e n t a l  
d a t a  s e t s .  
7 . 2  R e s u l t s  o f  C l a u s e n  
T h e  d a t a  o f  C l a u s e n  [ 1 7 ]  c o n s i s t s  o f  r e s u l t s  f o r  s w i r l i n g  f l o w  i n  a  c o n i c a l  d i f f u s e r  o f  
2 0
0  
t o t a l  i n t e r n a l  a n g l e  w i t h  a n  a r e a  r a t i o  o f  f o u r  a t  a  R e y n o l d s  n u m b e r  o f  2 , 0 0 0 , 0 0 0  
e x h a u s t i n g  i n t o  t h e  a t m o s p h e r e .  T h e  e x p e r i m e n t a l  a p p a r a t u s  e m p l o y e d  t o  p r o d u c e  
t h e  s w i r l  i s  q u i t e  d i f f e r e n t  f r o m  t h a t  o f  S o .  I t  c o n s i s t s  o f  a  r o t a t i n g  c y l i n d e r  p a c k e d  
w i t h  a x i a l l y  o r i e n t e d  s t r a w s  p l a c e d  a b o u t  o n e  d i a m e t e r  u p s t r e a m  o f  t h e  d i f f u s e r  
e n t r a n c e .  T h i s  h a s  t h e  e f f e c t  o f  p r o d u c i n g  a  s o l i d  b o d y  r o t a t i o n ,  t h e  m a g n i t u d e  o f  
w h i c h  m a y  b e  v a r i e d  b y  c h a n g i n g  t h e  s p e e d  o f  r o t a t i o n  o f  t h e  c y l i n d e r ,  w i t h  c l o s e  
t o  u n i f o r m  a x i a l  v e l o c i t y  i n  t h e  c o r e  r e g i o n .  
T h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  p r e s e n t e d  a r e  f o r  t h e  m o d e r a t e  s w i r l  r e g i m e ,  o b t a i n e d  
b y  s p i n n i n g  t h e  s w i r l  g e n e r a t o r  a t  5 5 0  r . p . m .  ( S n  =  0 . 5 ) ,  w i t h  n o  a x i a l  v e l o c i t y  
r e v e r s a l  e i t h e r  a t  t h e  c e n t r e l i n e  o r  t h e  w a l l .  W i t h o u t  t h e  i n c l u s i o n  o f  s w i r l  t h e  
d i f f u s e r  a n g l e  i s  s u c h  t h a t  s e p a r a t i o n  a t  t h e  w a l l  t a k e s  p l a c e .  I n  f a c t  t h e  l e v e l  o f  
s w i r l  c o n s i d e r e d  h e r e  i s  t h e  o n l y  o n e  t h a t  f o r  t h i s  d i f f u s e r  l e a d s  t o  n o  s e p a r a t i o n  
o r  r e v e r s a l .  I n c l u s i o n  o f  a n y  m o r e  s w i r l  h a s  b e e n  f o u n d  t o  l e a d  t o  c e n t r e l i n e  a x i a l  
v e l o c i  t y  r e v e r s a l ,  a n y  l e s s  l e a d s  t o  s e p e r a t i o n  a t  t h e  w a l l .  
C l a u s e n  p r e s e n t s  i n i t i a l  p r o f i l e s  f o r  a l l  m e a n  v e l o c i t i e s  a n d  f o r  k ,  w h i c h  a r e  u s e d  
f o r  t h e  c o m p u t a t i o n ,  t h e  i n i t i a l  €  p r o f i l e  i s  e s t i m a t e d  i n  t h e  s a m e  w a y  a s  f o r  t h e  
S o  d a t a .  T o  o b t a i n  s t a b l e  s o l u t i o n s  f o r  t h e  C l a u s e n  f l o w  t h e  r e l a x a t i o n  p a r a m e t e r  
f o r  t h e  t u r b u l e n c e  q u a n t i t i e s  i s  s e t  t o  0 . 2 ,  w h i l e  f o r  a l l  e x c e p t  t h e  A R S + F P  m o d e l  
t h e  r e l a x a t i o n  p a r a m e t e r  f o r  t h e  m e a n  q u a n t i t i e s  i s  0 . 4 .  F o r  t h e  A R S + F P ,  w h i c h  
i s  t h e  l e a s t  s t a b l e  o f  t h e  m o d e l s ,  t h e  r e l a x a t i o n  p a r a m e t e r  f o r  t h e  m e a n  q u a n t i t i e s  
i s  s e t  t o  0 . 2 .  W i t h  t h e  l o w e r  r e l a x a t i o n  p a r a m e t e r s  i t  h a s  o n l y  b e e n  p o s s i b l e  t o  
o b t a i n  a  c o n v e r g e n c e  c r i t e r i o n  o f  1  x  l O - 4 , w i t h  a  s i m i l a r  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s  a n d  
C H A P T E R  7 .  R E S U L T S  
< S I  
< S I  
~ 
< S I  
( / )  
: : : J < S I  
< S I  
< S I  
~=RESULTS O F  C L R U S E N  
- = K - E  
- - - - = K - E + R  
X = I I I .  
= R R S + F P  
.  = R R S  
_ - - - ~c9~ 
-ei<'~':'" 
. , ; ; \ " .  1 . 1 1 1 1 1 1  
1 1 1 . 1 1 1 1 1 1  
1 1 1 . 5 1 1 1  
i  
1 2 8  
F i g u r e  7 . 7 :  A x i a l  v e l o c i t y  u s i n g  A R S ,  A R S + F P ,  k - e  a n d  k - e + R  m o d e l s  c o m p a r e d  
t o  d a t a  o f  C l a u s e n .  
r u n  t i m e s  t o  t h o s e  g i v e n  f o r  t h e  S o  f l o w .  
F i g u r e  7 . 7  p r e s e n t s  t h e  r e s u l t s  f o r  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  k  - e ,  t h e  
k  - e + R ,  t h e  A R S  a n d  t h e  A R S + F P  m o d e l s ,  c o m p a r e d  t o  t h e  d a t a  o f  C l a u s e n ,  a t  a  
p o i n t  h a l f  a  d i a m e t e r  u p s t r e a m  f r o m  t h e  d i f f u s e r  e x i t .  A s  c a n  b e  s e e n  a l l  t h e  m o d e l s  
l e a d  t o  q u a l i t a t i v e l y  s a t i s f a c t o r y  r e s u l t s ,  c l e a r l y  p r e d i c t i n g  t h e  o v e r a l l  r e d u c t i o n  i n  
v e l o c i t y  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  c o n s t a n t  m a s s  f l o w ,  a s  w e l l  a s  t h e  e f f e c t  o f  s w i r l  i n  
r e d u c i n g  t h e  c e n t r e l i n e  a n d  i n c r e a s i n g  t h e  n e a r  w a l l  a x i a l  v e l o c i t y ,  p r o p o r t i o n a l l y .  
T h e  t w o  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l s  p e r f o r m  b e t t e r  t h a n  t h e  k  - e  m o d e l s ,  
w h i c h  b o t h  u n d e r p r e d i c t  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  n e a r - w a l l  v e l o c i t y  p e a k .  O f  t h e  
t w o  k  - e  m o d e l s  t h e  k  - e + R  g i v e s  t h e  b e t t e r  p r e d i c t i o n , a c c u r a t e l y  p r e d i c t i n g  t h e  
c e n t r e l i n e  v e l o c i t y ,  a n d  n o t  u n d e r p r e d i c t i n g  t h e  n e a r  w a l l  v e l o c i t y  p e a k  b y  a s  m u c h .  
T h e  A R S + F P  w o u l d  a p p e a r  t o  b e  s l i g h l y  b e t t e r  t h a n  t h e  A R S  m o d e l .  T h e  A R S  
d o e s  m o r e  a c c u r a t e l y  p r e d i c t  t h e  n e a r  w a l l  v e l o c i t y  p e a k ,  b u t  p l a c e s  i t  t o o  c l o s e  t o  
t h e  w a l l  a n d  u n d e r e s t i m a t e s  t h e  c e n t r e l i n e  a x i a l  v e l o c i t y .  
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F i g u r e  7 . 8 :  S w i r l  v e l o c i t y  u s i n g  A R S ,  A R S + F P ,  k  - €  a n d  k - € + R  m o d e l s  c o m p a r e d  
t o  d a t a  o f  C l a u s e n .  
F i g u r e  7 . 8  c o n t a i n s  t h e  p r o f i l e s  f o r  t h e  s w i r l  v e l o c i t y .  O n c e  a g a i n  t h e  t w o  a l g e -
b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l s  g i v e  b e t t e r  p r e d i c t i o n  t h a n  t h e  k  - €  m o d e l s ,  w i t h  t h e  
l a t t e r  g i v i n g  v e r y  c l o s e  t o  s o l i d  b o d y  r o t a t i o n ,  a n d  u n d e r p r e d i c t i n g  t h e  m a g n i t u d e  
o f  t h e  n e a r - w a l l  v e l o c i t y  p e a k .  B o t h  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l s  p r e d i c t  t h e  
d i p  b e l o w  s o l i d  b o d y  r o t a t i o n  o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  p o i n t s  v e r y  w e l l ,  a l t h o u g h  b o t h  
f a i l  t o  m a t c h  t h e  v e r y  h i g h  l e v e l  o f  s w i r l  a t  t h e  n e a r  w a l l  p o i n t .  I t  i s  p o s s i b l e  t h a t  
t h e r e  m a y  b e  s o m e  e x p e r i m e n t a l  i n a c c u r a c y  i n  t h e  m e a s u r e m e n t  o f  t h e  n e a r  w a l l  
s w i r l  v e l o c i t y , a s  t h e  a p p a r e n t  n o n e x i s t e n t  o f  a n y  b o u n d a r y  l a y e r  a t  t h e  d o w n s t r e a m  
l o c a t i o n  s e e m s  u n u s u a l .  I t  i s  v e r y  d i f f i c u l t  t o  s a y  w h i c h  o f  t h e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  
s t r e s s  m o d e l s  i s  b e t t e r ,  t h e  A R S  m a y  b e  s l i g h t l y  b e t t e r ,  d u e  i t s  m o r e  a c c u r a t e  p r e -
d i c t i o n  o f  t h e  n e a r  w a l l  v e l o c i t y  p e a k .  T h e r e  a p p e a r s  t o  b e  v e r y  l i t t l e  d i f f e r e n c e  
b e t w e e n  t h e  t w o  k  - €  m o d e l s  f o r  t h e  s w i r l  v e l o c i t y .  
F i g u r e s  7 . 9  t o  7 . 1 5  c o n t a i n  t h e  r e s u l t s  f o r  t h e  t u r b u l e n c e  q u a n t i t i e s  o b t a i n e d  
u s i n g  t h e  k  - € ,  k  - € + R ,  A R S  a n d  A R S + F P  m o d e l s  c o m p a r e d  t o  t h e  d a t a  o f  
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F i g u r e  7 . 9 :  k  u s i n g  A R S ,  A R S + F P ,  k  - E  a n d  k  - E + R  m o d e l s  c o m p a r e d  t o  d a t a  
o f  C l a u s e n .  
C l a u s e n .  T h e s e  r e s u l t s  a r e  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  8 . 2 ,  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r .  T h e  
c o m p u t a t i o n a l  r e s u l t s  a r e  o n l y  p r e s e n t e d  u p  t o  t h e  n e a r - w a l l  p o i n t  a t  w h i c h  t h e  
l o c a l  e q u i l i b r i u m  a s s u m p t i o n  i s  u s e d  t o  o b t a i n  t h e  b o u n d a r y  v a l u e s  f o r  k  a n d  E .  
F r o m  F i g u r e  7 . 9  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  p r e d i c t i o n  o f  t u r b u l e n t  k i n e t i c  e n e r g y  i s ,  
a t  b e s t ,  o n l y  q u a l i t a t i v e l y  c o r r e c t .  A l l  t h e  m o d e l s  a c t  t o  o v e r p r e d i c t  k  i n  t h e  c o r e  
r e g i o n ,  a n d  u n d e r p r e d i c t  i t  i n  t h e  n e a r - w a l l  r e g i o n .  G i v e n  t h a t  a l l  t h e  m o d e l s  d o  
s e r i o u s l y  u n d e r p r e d i c t  t h e  m a g n i t u d e  i n  t h e  n e a r  w a l l  r e g i o n ,  w e  s e e  t h a t  t h e  t w o  
a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l s  a r e ,  o n c e  a g a i n ,  s l i g h t l y  b e t t e r  t h a n  t h e  t w o  k  _  E  
m o d e l s .  I n  t h e  c o r e  r e g i o n  t h e  A R S + F P  m o d e l  o v e r p r e d i c t s  t h e  r e s u l t s  b y  t w i c e  
a s  m u c h  a s  t h e  o t h e r  m o d e l s ,  w h i c h  a l l  g i v e  s i m i l a r  r e s u l t s .  
T h e  u n d e r p r e d i c t i o n  o f  t h e  n e a r - w a l l  q u a n t i t i e s  c a r r i e s  t h r o u g h  a l l  t h e  R e y n o l d s  
s t r e s s e s  a p a r t  f r o m  t h e  u w  s t r e s s ,  F i g u r e  7 . 1 5 .  T h e  p r e d i c t i o n  o f  t h i s  s t r e s s  i n  t h e  
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F i g u r e  7 . 1 0 :  u u  u s i n g  A R S ,  A R S + F P ,  k  - e  a n d  k  - e + R  m o d e l s  c o m p a r e d  t o  d a t a  
o f  C l a u s e n .  
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F i g u r e  7 . 1 1 :  v v  u s i n g  A R S ,  A R S + F P ,  k  - f  a n d  k  - f + R  m o d e l s  c o m p a r e d  t o  d a t a  
o f  C l a u s e n .  
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F i g u r e  7 . 1 2 :  w w  u s i n g  A R S ,  A R S + F P ,  k  - €  a n d  k  - € + R  m o d e l s  c o m p a r e d  t o  d a t a  
o f  C l a u s e n .  
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F i g u r e  7 . 1 3 :  u v  u s i n g  A R S ,  A R S + F P ,  k  - E  a n d  k  - E + R  m o d e l s  c o m p a r e d  t o  d a t a  
o f  C l a u s e n .  
n e a r  w a l l  r e g i o n  b y  t h e  A R S  m o d e l  i s  q u i t e  g o o d ,  t h e  p r e d i c t i o n  b y  t h e  k  - E  m o d e l s  
i s  p o o r ,  w h i l e  t h e  A R S + F P  m o d e l  s e r i o u s l y  o v e r p r e d i c t s  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s ,  
b o t h  n e a r  t h e  w a l l  a n d  i n  t h e  c o r e .  
I f  w e  c o n s i d e r  t h e  U v  a n d  v w  s t r e s s e s  i n  t h e  c o r e  r e g i o n ,  F i g u r e s  7 . 1 3  a n d  7 . 1 4 ,  
w e  s e e  t h a t  t h e  k  - E ,  k  - E + R  a n d  A R S + F P  m o d e l s  a l l  p r e d i c t  a p p r o x i m a t e l y  t h e  
s a m e  v a l u e s ,  w i t h  t h e  A R S  s o m e w h a t  s m a l l e r  i n  m a g n i t u d e .  T h i s  r e s u l t s  i n  t h e  
A R S  m o d e l  g i v i n g  a  b e t t e r  p r e d i c t i o n  f o r  u v ,  a n d  w o r s e  f o r  v w .  T h e  A R S  a n d  
A R S + F P  m o d e l s  p r e d i c t  s i m i l a r  l e v e l s  f o r  t h e  v v  a n d  w w  f i e l d s  i n  t h e  c o r e  r e g i o n ,  
w h i l e  t h e  t w o  k  - E  m o d e l s  p r e d i c t i o n s  a r e  l a r g e r  i n  t h e  c o r e  r e g i o n  a n d  s i m i l a r  i n  
t h e  n e a r  w a l l  r e g i o n .  
F i g u r e  7 . 1 6  c o n t a i n s  t h e  e d d y - v i s c o s i t i e s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  A R S  a n d  A R S + F P  
m o d e l s ,  o b t a i n e d  f o r m  t h e  u v  a n d  v w  s t r e s s e s ,  c o m p a r e d  t o  t h o s e  o b t a i n e d  w i t h  t h e  
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F i g u r e  7 . 1 4 :  v w  u s i n g  A R S ,  A R S + F P ,  k  - €  a n d  k  - € + R  m o d e l s  c o m p a r e d  t o  d a t a  
o f  C l a u s e n .  
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F i g u r e  7 . 1 5 :  u w  u s i n g  A R S ,  A R S + F P ,  k  - €  a n d  k  - € + R  m o d e l s  c o m p a r e d  t o  d a t a  
o f  C l a u s e n .  
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F i g u r e  7 . 1 6 :  E d d y  v i c o s i t i e s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  A R S ,  A R S + F P ,  k  - E  a n d  k  - E + R  
m o d e l s  c o m p a r e d  t o  r e s u l t s  o f  C l a u s e n .  
k  - E  a n d  k  - E + R  m o d e l s .  T h e  e x p e r i m e n t a l  e d d y - v i s c o s i t i e s  h a v e  b e e n  e x t r a c t e d  
f r o m  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a ,  a n d  c a n  b e  t a k e n  a s  a n  i n d i c a t i o n  o n l y ,  b e i n g  s u b j e c t  
t o  a  g r e a t  d e a l  o f  e r r o r .  N o n e t h e l e s s  i t  i s  a p p a r e n t  t h a t  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  
i n d i c a t e  t h a t  t h e  a s s u m p t i o n  o f  i s o t r o p y  i s  n o t  c o r r e c t  f o r  t h i s  t y p e  o f  f l o w .  
\ V e  s e e  t h a t  t h e  k  - E  m o d e l  p r e d i c t s  a n  e d d y - v i s c o s t i y  t h a t  f a l l s  s o m e w h e r e  
b e t w e e n  t h e  e x p e r i m e n t a l  e d d y - v i s c o s i t i e s ,  a n d  t h a t  i n c l u s i o n  o f  t h e  R i c h a r d s o n  
c o r r e c t i o n  f a c t o r  r e d u c e s  i t s  m a g n i t u d e  q u i t e  s u b s t a n t i a l l y .  
T h i s  r e s u l t s  i n  a n  
e d d y - v i s c o s i t y  t h a t  i s  a  b e t t e r  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  a x i a l  e d d y - v i s c o s i t y ,  b u t  w o r s e  
f o r  t h e  s w i r L  
T h e  A R S  m o d e l  p r e d i c t s  a n i s o t r o p i c  e d d y - v i s c o s i t i e s ,  b u t  a s  c a n  b e  s e e n  t h e r e  i s  
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F i g u r e  7 . 1 7 :  D e v e l o p m e n t  o f  a x i a l  v e l o c i t y  u s i n g  A R S  c o m p a r e d  t o  d a t a  o f  C l a u s e n .  
v e r y  l i t t l e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  a . . x i a l  e d d y - v i s c o s i t y ,  a n d  t h e  s w i r l  e d d y - v i s c o s i t y .  
T h e  p r e d i c t e d  s w i r l  e d d y - v i s c o s i t y  i s  l a r g e r  t h a n  t h e  a . . x i a l  e d d y - v i s c o s i t y ,  w h i c h  i s  
t h e  s a m e  a s  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a .  T h e  r e s u l t  i s  t h a t  t h e  s w i r l  e d d y - v i s c o s i t y  
i s  c o n s i d e r a b l y  u n d e r - p r e d i c t e d ,  w h i l s t  t h e  a x i a l  e d d y - v i s c o s i t y  i s  p r e d i c t e d  m o r e  
a c c u r a t e l y  t h a n  b y  a n y  o t h e r  m o d e l .  T h e  A R S + F P  m o d e l  p r e d i c t s  f a r  m o r e  
a n i s o t r o p y  i n  t h e  e d d y - v i s c o s i t i e s  t h a n  t h e  A R S  m o d e l ,  u n f o r t u n a t e l y  t h e  c h a n g e  
i s  i n  t h e  w r o n g  d i r e c t i o n ,  w i t h  t h e  a x i a l  e d d y - v i s c o s i t y  l a r g e r  t h a n  t h e  s w i r l ,  t h e  
o p p o s i t e  t o  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a .  W e  a l s o  s e e  t h a t  t h e  A R S +  F P  m o d e l  l e a d s  t o  
a  v e r y  u n e v e n  l o o k i n g  p r e d i c t i o n ,  t h e  A R S +  F P  m o d e l  h a s  b e e n  f o u n d  t o  g e n e r a l l y  
b e  l e s s  s t a b l e  t h a n  t h e  A R S  m o d e l ,  a n d  t h i s  i s  a  r e f l e c t i o n  o f  t h a t  i n s t a b i l i t y .  
F i g u r e s  7 . 1 7  a n d  7 . 1 8  c o n t a i n  t h e  a x i a l  d e v e l o p m e n t  o f t h e  a x i a l  a n d  s w i r l  v e l o c -
i t i e s  u s i n g  t h e  A R S  m o d e l .  W e  c a n  s e e  t h a t  t h e  a x i a l  d e v e l o p m e n t  i s  i n  b o t h  c a s e s  
q u i t e  a  g o o d  p r e d i c t i o n  o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s .  T h e  p r e d i c t i o n s  a r e  s o m e w h a t  
b e t t e r  a t  t h e  u p s t r e a m  l o c a t i o n s .  
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F i g u r e  7 . 1 8 :  D e v e l o p m e n t  o f  s w i r l  v e l o c i t y  u s i n g  A R S  c o m p a r e d  t o  d a t a  o f  C l a u s e n .  
T h e  c o m p a r i s o n  b e t w e e n  r e s u l t s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  f u l l  a n d  r e d u c e d  v e r s i o n s  
o f  t h e  k  - e + R  a n d  A R S  m o d e l s  a r e  p r e s e n t e d  i n  F i g u r e s  7 . 1 9  a n d  7 . 2 0 .  A s  c a n  
b e  s e e n  t h e r e  i s  a  s u b s t a n t i a l  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  t w o  v e r s i o n s ,  w i t h  t h e  m o s t  
s i g n i f i c a n t  d i f f e r e n c e  b e i n g  i n  t h e  a x i a l  v e l o c i t y ,  w i t h  t h a t  i n  t h e  s w i r l  b e i n g  s m a l l e r ,  
b u t  s t i l l  s u b s t a n t i a l .  T h e  r e a s o n  t h e  r e d u c e d  k  - e + R  m o d e l  p r o d u c e s  t h e  a x i a l  
p l u g  f l o w  a n d  s o l i d  b o d y  s w i r l  i s  t h a t  t h e  s o l u t i o n  h a s  b e c o m e  c o m p l e t e l y  u n s t a b l e  
a t  a n  u p s t r e a m  l o c a t i o n ,  a n d  t h e  p r o g r a m  h a s  t h e n  f o r c e d  t h e s e  s o l u t i o n s ,  t o  e n a b l e  
t h e  m a s s  f l o w  t o  b e  m a i n t a i n e d .  
I n  a n  a t t e m p t  t o  i m p r o v e  t h e  p r e d i c t i o n  o f  t h e  t u r b u l e n c e  q u a n t i t i e s  t h e  A R S  
m o d e l  h a s  b e e n  r u n  w i t h  K "  t h e  v o n - K a r m a n  c o n s t a n t  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  n e a r  
w a l l  l e n g t h  s c a l e  ( S e c t i o n  4 . 9 ) ,  s e t  t o  1 . 0 0 , t w o  a n d  a  h a l f  t i m e s  i t s  n o r m a l  v a l u e .  
T h e  r e a s o n  f o r  c h o o s i n g  t o  a d j u s t  t h i s  c o n s t a n t  i s  d i s c u s s e d  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r .  
F i g u r e s  7 . 2 1 ,  7 . 2 2 ,  7 . 2 3 ,  7 . 2 4  a n d  7 . 2 5  c o n t a i n  t h e  r e s u l t s  f o r  t h e  a x i a l  v e l o c i t y ,  t h e  
s w i r l  v e l o c i t y ,  a n d  t h e  k ,  u v  a n d  ' i J W  f i e l d s ,  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  A R S  m o d e l  w i t h  
t h e  d i f f e r e n t  K , .  A s  c a n  b e  s e e n  t h i s  c h a n g e  l e a d s  t o  a  d e g r a d a t i o n  i n  t h e  m e a n  
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F i g u r e  7 . 1 9 :  A x i a l  v e l o c i t y  u s i n g  r e d u c e d  a n d  f u l l  e q u a t i o n s  c o m p a r e d  t o  d a t a  o f  
C l a u s e n .  
C H A P T E R  7 .  R E S U L T S  
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F i g u r e  7 . 2 0 :  S w i r l  v e l o c i t y  u s i n g  r e d u c e d  a n d  f u l l  e q u a t i o n s  c o m p a r e d  t o  d a t a  o f  
C l a u s e n .  
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F i g u r e  7 . 2 1 :  A x i a l  v e l o c i t y  u s i n g  A R S  w i t h  K  =  1 . 0 0  c o m p a r e d  t o  d a t a  o f  C l a u s e n .  
v e l o c i t y  s o l u t i o n s ,  w i t h  i n  b o t h  c a s e s  a n  u n d e r p r e d i c t i o n  o f  t h e  n e a r - w a l l  v e l o c i t y  
p e a k .  I t  d o e s  h o w e v e r  l e a d  t o  a  s u b s t a n t i a l  i m p r o v e m e n t  i n  p r e d i c t i o n  o f  t h e  
t u r b u l e n t  q u a n t i t i e s  i n  t h e  n e a r - w a l l  r e g i o n ,  w i t h  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  n e a r - w a l l  
p e a k  w e l l  p r e d i c t e d  f o r  k  a n d  u v ,  a n d  n o w  o n l y  u n d e r e s t i m a t e d  b y  a r o u n d  2 5 %  f o r  
v w .  I n c r e a s i n g  K  h a s  e v i d e n t l y  h a d  v e r y  l i t t l e  e f f e c t  o n  t h e  c o r e  r e g i o n .  
7 . 2 . 1  S u m m a r y  
I t  h a s  b e e n  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  g o o d  p r e d i c t i o n s  f o r  t h e  m e a n  f l o w  q u a n t i t i e s  o f  
C l a u s e n  u s i n g  b o t h  t h e  A R S  a n d  t h e  A R S + F P  m o d e l s .  A l t h o u g h  t h e  k  - € + R  
m o d e l  w a s  s l i g h t l y  b e t t e r  t h a n  t h e  k - €  m o d e l ,  n e i t h e r  g a v e  a  s a t i s f a c t o r y  p r e d i c t i o n  
o f  t h e  m e a n  v e l o c i t i e s .  I n  p a r t i c u l a r  t h e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l s  p r e d i c t e d  
t h e  s w i r l  p r o f i l e s  d r o p  b e l o w  t h a t  o f  s o l i d  b o d y  r o t a t i o n  v e r y  w e l l ,  w h i l s t  t h e  t w o  
k  - €  m o d e l s  d i d  n o t  p r e d i c t  t h i s  f e a t u r e  a t  a l l  w e l l .  
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N o n e  o f  t h e  m o d e l s  g i v e s  a  s a t i s f a c t o r y  p r e d i c t i o n  o f  t h e  t u r b u l e n c e  q u a n t i t i e s ,  
u s i n g  t h e  s t a n d a r d  c o n s t a n t s ,  s e r i o u s l y  u n d e r p r e d i c t i n g  t h e  m a g n i t u d e  o f  a l l  b u t  
t h e  u w  s t r e s s  i n  t h e  n e a r  w a l l  r e g i o n .  A l l  t h e  m o d e l s  o v e r p r e d i c t  t h e  m a g n i t u d e  
o f  t h e  t u r b u l e n t  q u a n t i t i e s  i n  t h e  c o r e  r e g i o n .  I n  p a r t i c u l a r  t h e  A R S + F P  m o d e l  
o v e r p r e d i c t e d  t h e  k  u u  a n d  u w  q u a n t i t i e s  i n  t h e  c o r e  r e g i o n  b y  t w i c e  a s  m u c h  a s  
t h e  o t h e r  m o d e l s .  
A d j u s t m e n t  o f  t h e  v o n - K a r m a n  c o n s t a n t ,  i n c r e a s i n g  i t  b y  t w o  a n d  a  h a l f  t i m e s ,  
l e d  t o  a  s i g n i f i c a n t  i m p r o v e m e n t  i n  t h e  p r e d i c t i o n  o f  t h e  t u r b u l e n c e  q u a n t i t i e s  a t  
t h e  d o w n s t r e a m  l o c a t i o n ,  b u t  d e g r a d e d  t h e  m e a n  v e l o c i t y  s o l u t i o n s .  
7 . 3  R e s u l t s  o f  O k w u o b i  a n d  A z a d  
O k w u o b i  a n d  A z a d  [ 1 4 J  p r e s e n t  r e s u l t s  f o r  n o n - s w i r l i n g  f l o w  i n  a  c o n i c a l  d i f f u s e r  
o f  8 °  i n t e r n a l  a n g l e ,  a n  a r e a  r a t i o  o f  f o u r ,  d i s c h a r g i n g  i n t o  t h e  a t m o s p h e r e .  T h e  
C H A P T E R  7 .  R E S U L T S  
1 4 6  
i n i t i a l  p r o f i l e s  a r e  t h o s e  o f  f u l l y  d e v e l o p e d  p i p e  f l o w  a t  t h e  d i f f u s e r  e n t r a n c e ,  w i t h  
t h e  a x i a l  v e l o c i t y  v e r y  c l o s e  t o  s e p a r a t i o n  a t  t h e  d i f f u s e r  e x i t ,  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  
i s  2 5 0 , 0 0 0 .  T h i s  f l o w  h a s  b e e n  s i m u l a t e d  u s i n g  t h e  m u l t i - s w e e p  a l g o r i t h m  w i t h  t h e  
A R S  t u r b u l e n c e  m o d e l ,  p r i m a r i l y  a s  a  t e s t  t o  h e l p  d e t e r m i n e  t h e  c a u s e  o f  t h e  p o o r  
p r e d i c t i o n s  f o r  t h e  t u r b u l e n c e  q u a n t i t i e s  g i v e n  f o r  t h e  C l a u s e n  f l o w .  
A l t h o u g h  t h e  f l o w  i s  n o n - s w i r l i n g  i t  i s  c o n s i d e r e d  u s e f u l  t o  p r e s e n t  t h e s e  r e s u l t s  
t o  e n a b l e  t h e  p r o b l e m  a s s o c i a t e d  w i t h  p r e d i c t i n g  t h e  t u r b u l e n t  q u a n t i t i e s  t o  b e  
e x a m i n e d  m o r e  c l o s e l y .  F i g u r e s  7 . 2 6  7 . 2 7  7 . 2 8  c o n t a i n  t h e  r e s u l t s  f o r  t h e  a x i a l  
v e l o c i t y ,  t h e  t u r b u l e n c e  k i n e t i c  e n e r g y  a n d  t h e  u v  s t r e s s  r e s p e c t i v e l y ,  o b t a i n e d  u s i n g  
t h e  A R S  m o d e l  w i t h  t h e  s t a n d a r d  c o n s t a n t s ,  a n d  u s i n g  t h e  A R S  m o d e l  w i t h  C
k 1  
s e t  t o  0 . 5 0 ,  a n d  K ,  s e t  t o  2 . 0 0 .  T h u s  w e  h a v e  h a l v e d  t h e  g r a d i e n t  d i f f u s i o n  o f  k ,  a n d  
i n c r e a s e d  t h e  p r e d i c t e d  l e n g t h  s c a l e  a t  t h e  n e a r  w a l l  p o i n t  b y  f i v e  t i m e s .  W h y  w e  
s h o u l d  c h o o s e  t o  a d j u s t  t h e s e  c o n s t a n t s  i s  d i s c u s s e d  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r .  
I f  w e  f i r s t  c o n s i d e r  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  s t a n d a r d  c o n s t a n t s ,  w e  s e e  t h a t  
t h e  m e a n  v e l o c i t y  i s  v e r y  w e l l  p r e d i c t e d ,  b u t  a s  b e f o r e  t h e  k  a n d  u v  q u a n t i t i e s  a r e  
s e r i o u s l y  u n d e r p r e d i c t e d .  T h e  p e a k  i n  b o t h  t h e  t u r b u l e n t  p r o f i l e s  h a s  r e m a i n e d  a t  
a  r a d i a l  l o c a t i o n  o f  0 . 5 ,  w h i c h  m e a n s  t h a t  i t  h a s  s i m p l y  t r a v e l l e d  s t r a i g h t  o n  f r o m  
t h e  d i f f u s e r  e n t r a n c e ,  r a t h e r  t h a n  t u r n i n g  a r o u n d  t h e  c o r n e r .  I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  
a l g o r i t h m  d o e s  p r e d i c t  t h e  e x i s t e n c e  o f  t h e s e  p e a k s ,  b u t  s i g n i f i c a n t l y  u n d e r e s t i m a t e s  
t h e m .  A t  t h e  n e a r  w a l l  p o i n t  w h e r e  k  i s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  l o c a l  e q u i l i b r i u m  
a s s u m p t i o n  i t  i s  u n d e r p r e d i c t e d  b y  a r o u n d  7 5 % ,  a n d  t h e  p r e d i c t e d  p r o f i l e  i s  t o o  
f l a t .  
A s  c a n  b e  s e e n  b y  a l t e r i n g  t h e  c o n s t a n t s  w e  h a v e  o b t a i n e d  a  m u c h  b e t t e r  p r e -
d i c t i o n  f o r  k ,  F i g u r e  7 . 2 7 .  U n f o r t u n a t e l y  t h e  p r e d i c t i o n  o f  t h e  m e a n  v e l o c i t y  i s  n o w  
d e g r a d e d ,  a s  c a n  b e  s e e n  f r o m  F i g u r e  7 . 2 6 ,  a n d  t h e  p r e d i c t e d  u v  p r o f i l e ,  F i g u r e  
7 . 2 8 ,  h a s  b e e n  i n c r e a s e d  t o o  m u c h .  
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7 . 3 . 1  S u m m a r y  
F o r  t h e  f l o w  o f  O k w u o b i  a n d  A z a d  t h e  e f f e c t  o f  t h e  d i f f u s e r  o n  t h e  t u r b u l e n c e  m a y  
b e  m o r e  r e a d i l y  i d e n t i f i e d  t h a n  i n  t h e  c a s e  o f  C l a u s e n ,  w h e r e  t h e  h i g h  l e v e l  o f  
s w i r l  c o u l d  b e  o b s c u r i n g  t h i n g s .  W e  s e e  t h a t ,  o n c e  a g a i n ,  t h e  m e a n  v e l o c i t y  i s  v e r y  
w e l l  p r e d i c t e d ,  u s i n g  t h e  s t a n d a r d  c o n s t a n t s ,  w h i l s t  t h e  t u r b u l e n c e  q u a n t i t i e s  a r e  
s e v e r e l y  u n d e r p r e d i c t e d ,  a n d  w e  c a n  n o w  s a y  t h a t  t h i s  u n d e r p r e d i c t i o n  i s  c a u s e d  b y  
t h e  d i f f u s e r ,  a n d  n o t  b y  t h e  s w i r l .  
A s  h a s  b e e n  s a i d ,  i t  a p p e a r s  t h a t  a s  t h e  f l o w  m o v e s  d o w n  t h e  d i f f u s e r  t h e  p e a k  i n  
t u r b u l e n t  q u a n t i t i e s ,  w h i c h  f o r  f u l l y  a t t a t c h e d  f l o w  i s  v e r y  c l o s e  t o  t h e  w a l l ,  m o v e s  
o u t  f r o m  t h e  w a l l ,  u n t i l  b y  t h e  d o w n s t r e a m  l o c a t i o n  i t  i s  h a l f  a  r a d i u s  f r o m  t h e  
w a l l .  v V h a t  i s  e v i d e n t l y  h a p p e n i n g  i s  t h a t  t h e  p e a k  i s  c a r r y i n g  s t r a i g h t  o n  d o w n  
t h e  d i f f u s e r ,  a n d  n o t  b e i n g  m o v e d  t o w a r d  t h e  w a l l  a t  a l L  A t  t h e  s a m e  t i m e  t h e  
m a g n i t u d e  o f  t h e  p e a k  i n c r e a s e s  c o n s i d e r a b l y .  A l t h o u g h  t h e  p e a k  i s  p r e d i c t e d  t o  
m o v e  a w a y  f r o m  t h e  w a l l ,  i t s  m a g n i t u d e  i s  u n d e r e s t i m a t e d  b y  a r o u n d  5 0 % ,  w i t h  t h e  
s t a n d a r d  c o n s t a n t s .  
A l t e r i n g  t h e  k  d i f f u s i o n  c o n s t a n t ,  a n d  K ,  t h e  n e a r  w a l l  l e n g t h  s c a l e  c o n s t a n t ,  
r e s u l t s  i n  a  s i g n i f i c a n t  i m p r o v e m e n t  i n  t h e  p r e d i c t i o n  o f  k ,  b u t  d e g r a d e s  t h e  m e a n  
v e l o c i t y  p r e d i c t i o n ,  a n d  l e a d s  t o  o v e r p r e d i c t i o n  o f  U V .  
7 . 4  R e s u l t s  o f  S e n o o .  
S e n o o  [ 3 ]  p r e s e n t s  r e s u l t s  f o r  s w i r l i n g  d i f f u s e r  f l o w  i n  c o n i c a l  d i f f u s e r s  o f  1 2 °  a n d  
1 6 °  t o t a l  i n t e r n a l  a n g l e  w i t h  a n  a r e a  r a t i o  o f  f o u r  a n d  R e y n o l d s  n u m b e r  o f  3 0 0 , 0 0 0 .  
T h e  s w i r l  i s  g e n e r a t e d  i n  a  m a n n e r  s i m i l a r  t o  t h a t  u s e d  b y  S o  ,  b l o w i n g  t h e  f l o w  
r a d i a l l y  i n t o  t h e  d i f f u s e r  e n t r a n c e ,  a n d  t u r n i n g  i t  w i t h  v a n e s ,  l e a d i n g  t o  t h e  s a m e  
s o r t  o f  f r e e  v o r t e x  f l o w  s w i r l  p r o f i l e .  A  r a n g e  o f  o f  m o d e r a t e  a n d  s t r o n g  s w i r l  l e v e l s  
i s  p r e s e n t e d .  O n c e  a g a i n  t h e  r e g i m e  o f  m o d e r a t e  s w i r l  ( S n  =  0 . 4 )  i s  c h o s e n  t o  
a s s e s s  t h e  t u r b u l e n c e  m o d e l s ,  i n  a  1 2 °  d i f f u s e r .  
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F i g u r e  7 . 2 9 :  A x i a l  v e l o c i t y  u s i n g  A R S ,  A R S + F P ,  k - €  a n d  k - € + R  m o d e l s  c o m p a r e d  
t o  d a t a  o f  S e n o o .  
F i g u r e s  7 . 2 9  a n d  7 . 3 0  c o n t a i n  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  f o r  t h e  a x i a l  a n d  s w i r l  v e -
l o c i t i e s  r e s p e c t i v e l y  c o m p a r e d  t o  t h e  d a t a  o f  S e n o o .  W e  s e e  f o r  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  
t h a t  t h e  k  - € + R  m o d e l  g i v e s  t h e  m o s t  s a t i s f a c t o r y  p r e d i c t i o n  o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  
r e s u l t s .  T h e  k  - €  a n d  A R S + F P  m o d e l s  p r e d i c t  t h e  p r o f i l e  a s  b e i n g  v e r y  c l o s e  t o  
f l a t ,  w h i l e  t h e  A R S  m o d e l  o v e r p r e d i c t s  t h e  d r o p  i n  c e n t r e l i n e  a x i a l  v e l o c i t y  q u i t e  
s e v e r e l y .  I n  t h e  p r e d i c t i o n  f o r  t h e  s w i r l  v e l o c i t y  w e  s e e  t h a t ,  a s  i s  g e n e r a l l y  t h e  
c a s e ,  t h e r e  i s  f a r  l e s s  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  m o d e l s  t h a n  f o r  t h e  a x i a l  v e l o c i t y .  T h e  
k  - €  a n d  A R S + F P  m o d e l s  p r e d i c t  t h e  s w i r l  p r o f i l e  a s  b e i n g  t o o  c l o s e  t o  s o l i d  b o d y  
r o t a t i o n  a n d  i n  t h i s  c a s e  t h e  A R S  m o d e l  p r e d i c t s  a  m o r e  a c c u r a t e  p r o f i l e  t h a n  t h e  
k  - € + R  m o d e l .  
F i g u r e s  7 . 3 1  a n d  7 . 3 2  c o n t a i n  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  w i t h  t h e  A R S  a n d  t h e  k  - €  
m o d e l s  i n  f u l l  a n d  r e d u c e d  f o r m ,  c o m p a r e d  t o  t h e  r e s u l t s  o f  S e n o o .  A s  c a n  b e  s e e n  
t h e  r e d u c e d  f o r m  o f  t h e  k  - € + R  m o d e l  g i v e s  a n  a x i a l  v e l o c i t y  t h a t  i s  n o t  d i s s i m i l a r  
t o  t h e  f u l l  v e r s i o n .  T h e  r e d u c e d  A R S  m o d e l  p r e d i c t s  q u i t e  a  d i f f e r e n t  p r o f i l e  t o  
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F i g u r e  7 . 3 0 :  S w i r l  v e l o c i t y  u s i n g  k  - €  a n d  A R S  m o d e l s  c o m p a r e d  t o  d a t a  o f  S e n o o .  
t h e  f u l l  v e r s i o n .  I n  b o t h  c a s e s  w e  s e e  t h a t  t h e  r e d u c e d  v e r s i o n  p r e d i c t s  a  l o w e r  
c e n t r e l i n e  a x i a l  v e l o c i t y  t h a n  t h e  f u l l  v e r s i o n .  A l l  m e t h o d s  g i v e  s i m i l a r  r e s u l t s  f o r  
t h e  s w i r l .  
7 . 4 . 1  
S u m m a r y  
T h e  p o i n t  o f  i n t e r e s t  i n  t h i s  d a t a  s e t  i s  t h e  p o o r  p r e d i c t i o n  o f  a x i a l  v e l o c i t y  u s i n g  
t h e  A R S  m o d e l ,  w h i c h  h a d  l e d  t o  a t  l e a s t  a s  g o o d  p r e d i c t i o n s  a s  t h e  o t h e r s  i n  t h e  
p r e v i o u s  d a t a  s e t s ,  a n d  i n  f a c t  h a d  g e n e r a l l y  b e e n  b e t t e r .  I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  
t h e r e  a p p e a r s  t o  b e  a n  a n o m a l y  i n  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  o f  S e n o o ,  i n  t h a t  w h e n  
a  c h e c k  o f  t h e  m a s s  f l o w  w a s  m a d e  i t  w a s  f o u n d  t o  i n c r e a s e  b y  a r o u n d  1 0 % .  T h i s  
c a s t s  s o m e  d o u b t  o n t o  t h e  e x p e r i m e n t a l  a c c u r a c y ,  a n d  i f  a  s i m i l a r  e r r o r  w e r e  t o  
e x i s t  i n  t h e  i n i t i a l  s w i r l  p r o f i l e  i t  c o u l d  e a s i l y  a c c o u n t  f o r  t h e  p o o r  p r e d i c t i o n  o f  t h e  
A R S  m o d e l  f o r  t h e  a x i a l  v e l o c i t y .  
I n  a d d i t i o n  t o  t h i s  t h e  i n i t i a l  d a t a  s e t s  p r e s e n t e d  b y  S e n o o  c o n s i s t  o n l y  o f  t h e  
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F i g u r e  7 . 3 2 :  S w i r l  v e l o c i t y  u s i n g  r e d u c e d  a n d  f u l l  e q u a t i o n s  c o m p a r e d  t o  d a t a  o f  
S e n o o .  
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a x i a l  a n d  s w i r l  p r o f i l e s  a n d  i t  m a y  b e  t h a t  t h e  a s s u m p t i o n s  a b o u t  t h e  r a d i a l  v e l o c i t y  
a n d  t h e  t u r b u l e n t  k i n e t i c  e n e r g y  t o  a l l o w  i n i t i a l  p r o f i l e s  t o  b e  s p e c i f i e d  a r e  q u i t e  
i n a c c u r a t e .  
I t  i s  a l s o  o b s e r v e d  t h a t  t h e  r e d u c e d  v e r s i o n s  o f  b o t h  t h e  k  - € + R  a n d  A R S  
m o d e l s  d o  n o t  p r o v i d e  a  g o o d  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  f u l l  v e r s i o n s .  T h e  d i f f e r e n c e  i s  
o c c u r r i n g  i n  t h e  a x i a l  v e l o c i t y ,  t h e  s w i r l  v e l o c i t y  p r e d i c t i o n s  a r e  q u i t e  s i m i l a r .  I n  
p a r t i c u l a r  t h e  p r e d i c t i o n  o f  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  b y  t h e  r e d u c e d  v e r s i o n  o f  t h e  A R S  
m o d e l  i s  s i g n i f i c a n t l y  d i f f e r e n t  t h a n  t h a t  o f  t h e  f u l l  v e r s i o n .  
C h a p t e r  8  
D i s c u s s i o n  
8 . 1  S i n g l e  v e r s u s  m u l t i - s w e e p  
R e s u l t s  o f  t h e  p r e s e n t  p r o j e c t  s u g g e s t  t h a t  t h e  r e g i m e  o f  w e a k l y  s w i r l i n g  f l o w ,  d e -
f i n e d  i n  T a b l e  1 . 1 ,  i n  c o n i c a l  d i f f u s e r s  o f l e s s  t h a n  1 0 °  i n t e r n a l  a n g l e  w i t h  a r e a  r a t i o s  
o f  l e s s  t h a n  f o u r  i s  s u c h  t h a t  t h e  a x i a l  d i f f u s i o n  a n d  c r o s s - s t r e a m  v e l o c i t y  a r e  s m a l l  
i n  c o m p a r i s o n  t o  t h e  d o m i n a n t  m e a n - f l o w  q u a n t i t i e s .  D e l e t i n g  t e r m s  a s s o c i a t e d  
w i t h  t h e  a x i a l  d i f f u s i o n  a n d  c r o s s - s t r e a m  v e l o c i t y  f r o m  t h e  g o v e r n i n g  N a v i e r - S t o k e s  
e q u a t i o n s  t h e n  l e a d s  t o  a  s e t  o f  r e d u c e d  e q u a t i o n s  w h i c h  a r e ,  l o c a l l y ,  w e l l - p o s e d  
a s  a n  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m  i n  s p a c e .  I t  i s  s u g g e s t e d  t h a t  t h e  w e l l - p o s e d n e s s  m a y  
b e  e x t e n d e d  g l o b a l l y  g i v e n  a p p r o p r i a t e  g l o b a l  c o n s t r a i n t s  o n  t h e  n o n - l i n e a r  c o e f f i -
c i e n t s  ( t h a t  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  i s  p o s i t i v e  d e f i n i t e  e v e r y w h e r e )  a n d  f o r  t h i s  r e a s o n  
t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s  m a y  b e  s o l v e d  u s i n g  a  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m  w i t h o u t  t h e  
a c c o m p a n y i n g  m i n i m u m  m a r c h i n g  s t e p - s i z e  s t a b i l i t y  r e s t r i c t i o n  e n c o u n t e r e d  w h e n  
s o l v i n g  t h e  f u l l  N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  u s i n g  a  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m .  
T h e  s w i r l  m u s t  b e  w e a k ,  t h a t  i s  h a v e  a  s m a l l  e f f e c t  o n  t h e  a x i a l  v e l o c i t y ,  f o r  t w o  
r e a s o n s .  F i r s t l y ,  i f  t h e  s w i r l  i s  l a r g e  i t  w i l l  l e a d  t o  a  r e c i r c u l a t i n g  v o r t e x  i n  w h i c h  
t h e  c e n t r e l i n e  a x i a l  v e l o c i t y  r e v e r s e s .  I f  t h i s  o c c u r s  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s  w i l l  n o  
l o n g e r  b e  w e l l  p o s e d  a s  a n  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m  i n  s p a c e ,  a n d  t h u s  w e  w o u l d  e x p e c t  
1 5 5  
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t h e  s c h e m e  t o  b e c o m e  u n s t a b l e .  A d d i t i o n a l l y  i t  w o u l d  b e  e x p e c t e d  t h a t  t h e  a x i a l  
d i f f u s i o n  a n d  c r o s s - s t r e a m  v e l o c i t y  w o u l d  b e  l a r g e ,  n e g a t i n g  t h e  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  
a n a l y s i s .  S e c o n d l y ,  i t  h a s  b e e n  f o u n d  t h a t  i n  t h e  c a s e  o f  m o d e r a t e  s w i r l ,  w h i c h  d o e s  
n o t  l e a d  t o  r e c i r c u l a t i n g  f l o w ,  a l t h o u g h  i t  d o e s  l e a d  t o  a  s i g n i f i c a n t  d r o p  i n  a x i a l  
c e n t r e l i n e  v e l o c i t y ,  a n  i n s t a b i l i t y  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  s w i r l  l e a d s  
t o  t h e  a p p e a r a n c e  o f  r e v e r s i n g  a x i a l  v e l o c i t y  i n  t h e  n u m e r i c a l  s o l u t i o n ,  l e a d i n g  t o  
u n s t a b l e  b e h a v i o u r .  
T h e  a p p e a r a n c e  o f  s p u r i o u s  r e v e r s a l ,  w h e n  t h e  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e  i s  u s e d  t o  
s o l v e  m o d e r a t e l y  s w i r l i n g ,  p h y s i c a l l y  n o n - r e v e r s i n g ,  f l o w s  s u g g e s t s  t h a t  t h e  n u m e r -
i c a l  s c h e m e  i s  n o t  c o r r e c t l y  r e p r e s e n t i n g  t h e  p h y s i c a l  f l o w .  A t t e m p t i n g  t o  c o r r e c t  
t h i s  p o s s i b l e  i n a c c u r a c y  b y  u s i n g  a  v e r y  s m a l l  m a r c h i n g  s t e p - s i z e ,  d o e s  n o t  p r e v e n t  
t h e  a p p e a r a n c e  o f  a x i a l  v e l o c i t y  r e v e r s a l .  I t  i s  t h e r e f o r e  s u g g e s t e d  t h a t  w h i l s t  t h e  
s i n g l e - s w e e p  s c h e m e  i s  a d e q u a t e  f o r  w e a k l y  s w i r l i n g  f l o w s ,  f o r  m o d e r a t e  o r  s t r o n g  
s w i r l  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  u s e  t h e  m u l t i - s w e e p  s c h e m e ,  s e e  C h a p t e r  5  f o r  d e s c r i p t i o n s  
o f  t h e  s i n g l e - s w e e p  a n d  m u l t i - s w e e p  s c h e m e s .  
I t  i s  t h o u g h t  t h a t  t h e  i n s t a b i l i t y  d e s r i b e d  a b o v e  i s  c a u s e d  b y  t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  
s w i r l , a n d  n o t  j u s t  b y  t h e  f a c t  t h a t  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  i s  c l o s e  t o  r e v e r s a l .  N u m e r i c a l  
e x p e r i m e n t a t i o n  w i t h  n o n - s w i r l i n g  d i f f u s e r  f l o w  t h a t  i s  c l o s e  t o  s e p a r a t i o n  a t  t h e  w a l l  
h a s  s h o w n  t h a t  i t  i s  p o s s i b l e ,  b y  t h e  u s e  o f  a  s u f f i c i e n t l y  s m a l l  m a r c h i n g  s t e p - s i z e ,  
t o  o b t a i n  s t a b l e  s o l u t i o n s .  
S i m i l a r l y  f o r  d i f f u s e r s  o f  i n t e r n a l  a n g l e  g r e a t e r  t h a n  1 0 ° ,  a n d  a r e a  r a t i o s  s i m i l a r  
t o  t h o s e  c o n s i d e r e d  i n  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n ,  w i t h  n o  s w i r l ,  t h e  a d v e r s e  p r e s -
s u r e  g r a d i e n t  c a u s e s  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  t o  s e p a r a t e  f r o m  t h e  w a l l  a t  a  d o w n s t r e a m  
l o c a t i o n .  O n c e  t h i s  h a p p e n s  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  i s  n o  l o n g e r  p o s i t i v e  d e f i n i t e  e v e r y -
w h e r e ,  a n d  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  u s e  a  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e .  A l t h o u g h  i t  i s  p o s s i b l e  
t o  p r e v e n t  t h i s  s e p a r a t i o n  b y  i n c l u d i n g  s w i r l ,  t h e  l e v e l  o f  s w i r l  r e q u i r e d  i s  s u c h  t h a t  
a  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e  i s  s t i l l  p r e c l u d e d .  
T h u s  t h e  c o n d i t i o n s  t h a t  a l l o w  t h e  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e  t o  b e  u s e d  c a n  b e  c o n s i d -
e r e d  o n  t w o  b a s e s ,  t h o s e  t h a t  a r e  a s s o c i a t e d  w i t h  n u m e r i c a l  s t a b i l i t y ,  w h i c h  r e q u i r e s  
t h a t  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  b e  p o s i t i v e  d e f i n i t e  e v e r y w h e r e ,  a n d  t h o s e  t h a t  r e q u i r e  t h a t  
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t h e  a x i a l  d i f f u s i o n  a n d  c r o s s - s t r e a m  v e l o c i t y  b e  s m a l l .  I t  i s  s u g g e s t e d  t h a t  f o r  t h e s e  
c o n d i t i o n s  t o  b e  s a t i s f i e d  f o r  d i f f u s e r s  o f  a r e a  r a t i o  o f  a r o u n d  f o u r  t h e  t o t a l  i n t e r n a l  
a n g l e  m u s t  b e  l e s s  t h a n  1 0 ° ,  a n d  t h e  s w i r l  m u s t  b e  w e a k .  
I f  t h e  f l o w  i s  n o t  o f  t h i s  t y p e  t h e n  i t  i s  s u g g e s t e d  t h a t  a  m u l t i - s w e e p  a l g o r i t h m  
m u s t  b e  u s e d  t o  o b t a i n  a  s o l u t i o n  o f  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s .  T w o  s u c h  s c h e m e s  
h a v e  b e e n  d e v e l o p e d ,  a  q u a s i - m u l t i - s w e e p ,  a n d  a  m u l t i - s w e e p .  T h e  q u a s i - m u l t i -
s w e e p  s c h e m e ,  d e s c r i b e d  i n  C h a p t e r  5 ,  s t o r e s  a n d  r e l a x e s  o n l y  t h e  p r e s s u r e  f i e l d ,  
o b t a i n i n g  a l l  r e m a i n i n g  v a r i a b l e s  i n  t h e  s a m e  w a y  a s  t h e  s i n g l e - s w e e p .  T h i s  s c h e m e  
h a s  b e e n  u s e d  t o  s o l v e  t h e  p a r t i a l l y  r e d u c e d  e q u a t i o n s ,  i n  w h i c h  p r e s s u r e  i s  a s s u m e d  
t o  b e  t h e  o n l y  ' e l l i p t i c '  v a r i a b l e ,  a n d  f o r  ' p a r a b o l i c '  f l o w  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  r e d u c t i o n  
t o  t h e  c r o s s - s t r e a m  m o m e n t u m  e q u a t i o n ,  S e c t i o n  4 . 8 . 1 ,  t o  o b t a i n  t h e  r e d u c e d  s e t  
i s  v a l i d  [ 4 9 ] .  H o w e v e r  i t  h a s  b e e n  f o u n d  f o r  t h e  f l o w s  c o n s i d e r e d  t h a t  i f  t h e  s i n g l e -
s w e e p  s c h e m e  i s  n o t  a d e q u a t e  m o v i n g  t o  t h e  q u a s i - m u l t i - s w e e p  i s  n o t  s u f f i c i e n t .  I n  
p a r t i c u l a r  i t  i s  a l s o  u n a b l e  t o  d e a l  w i t h  t h e  i n s t a b i l i t y  a s s o c i a t e d  w i t h  m o d e r a t e  
s w i r l  d e s r i b e d  a b o v e .  
H e n c e  i f  w e  c a n n o t  u s e  t h e  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e  t h e n  w e  m u s t  u s e  t h e  m u l t i -
s w e e p  s c h e m e .  I t  i s  f u l l y  c a p a b l e  o f  a l l o w i n g  f o r  t h e  i n f l u e n c e  o f  a l l  ' e l l i p t i c '  i n -
t e r a c t i o n s  a n d  e n a b l e s  s t a b l e  s o l u t i o n s  t o  b e  o b t a i n e d  f o r  t h o s e  m o d e r a t e l y  s w i r l i n g  
n o n - r e v e r s i n g  f l o w s  w h i c h  c a n n o t  b e  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e .  I n  
k e e p i n g  w i t h  t h e  g e n e r a l  t h r u s t  o f  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n ,  t o  d e v e l o p  t h e  m o s t  
c o m p u t a t i o n a l l y  e f f i c i e n t  s c h e m e s  p o s s i b l e ,  t h e  m u l t i - s w e e p  h a s  b e e n  d e s i g n e d  t o  
e x p l o i t  t h e  f a c t  t h a t  t h e  f l o w s  c o n s i d e r e d  a l l  h a v e  a  d o m i n a n t  f l o w  d i r e c t i o n ,  e v e n  
t h o u g h  l i m i t e d  r e g i o n s  o f  f l o w  r e v e r s a l  m a y  o c c u r ,  a n d  o n l y  s w e e p s  t h e  v e l o c i t y  
f i e l d s  i n  t h e  a x i a l  d i r e c t i o n .  F o r  m o r e  g e n e r a l  f l o w s  i f  t h e  v e l o c i t i e s  a r e  s t r o n g l y  
c o u p l e d  i n  t h e  r a d i a l  d i r e c t i o n  m o d i f i c a t i o n s  s u c h  a s  b l o c k  t r i d i a g o n a l  s o l v e r s ,  o r  
s w e e p i n g  i n  t h e  c r o s s - s t r e a m  d i r e c t i o n ,  m a y  b e  r e q u i r e d .  I n  p a r t i c u l a r  t h e  p r e s e n t  
m u l t i - s w e e p  s c h e m e  b e c o m e s  u n s t a b l e  f o r  f l o w s  w i t h  s t r o n g  r e v e r s a l  a t  t h e  d i f f u s e r  
e x i t .  
A l t h o u g h  t h e  m u l t i - s w e e p  s c h e m e  i s  n e c e s s a r y  t o  c o p e  w i t h  t h e  a p p e a r e n c e  o f  
r e g i o n s  o f  s e p a r a t i o n  o r  r e v e r s a l  i n  t h e  s o l u t i o n ,  i t  h a s  b e e n  f o u n d  t h a t  i n  s o m e  
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c a s e s  s a t i s f a c t o r y  r e s u l t s  m a y  s t i l l  b e  o b t a i n e d  b y  s o l v i n g  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s .  
A n  e x a m p l e  o f  t h i s  i s  t h e  f l o w  o f  S o ,  S e c t i o n  7 . 1 .  C o m p a r i s o n  o f  r e s u l t s  o b t a i n e d  
u s i n g  t h e  r e d u c e d  a n d  f u l l  e q u a t i o n s  f o r  t h e  S e n o o  f l o w ,  S e c t i o n  7 . 4 ,  s u g g e s t  t h a t  
t h i s  f l o w  m a y  n o t  b e  a p p r o x i m a t e d  u s i n g  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s ,  a l t h o u g h  o w i n g  t o  
d i f f i c u l t i e s  s p e c i f y i n g  i n i t i a l  v a l u e s ,  a n d  d o u b t  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s ,  i t  i s  
n o t  p o s s i b l e  t o  b e  c a t e g o r i c a l .  T h e  f l o w  o f  C l a u s e n ,  S e c t i o n  7 . 2 ,  i s  s u c h  t h a t  t h e  
r e d u c e d  e q u a t i o n s  n o  l o n g e r  p r o v i d e  a  g o o d  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  f u l l  e q u a t i o n s ,  a n d  
t o  o b t a i n  s o l u t i o n s  t o  s u c h  f l o w s  i t  i s  n e c e s a r y  t o  u s e  a  m u l t i - s w e e p  s c h e m e  s o l v i n g  
t h e  f u l l  e q u a t i o n s .  C o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n  f o r  t h e  f u l l  e q u a t i o n s  i n d i c a t e  
t h a t  i t  i s  p r i m a r i l y  t h e  c r o s s - s t r e a m  v e l o c i t y  t e r m s ,  o f  t h o s e  d e l e t e d  t o  p r o d u c e  t h e  
r e d u c e d  e q u a t i o n s ,  t h a t  h a v e  b e c o m e  s i g n i f i c a n t  f o r  t h i s  f l o w .  
T h e  u s e  o f  h y b r i d  c e n t r a l / u p w i n d  d i f f e r e n c i n g  s c h e m e s  o f  t h e  t y p e  e m p l o y e d  
i n  t h e  p r e s e n t  m u l t i - s w e e p  s c h e m e  i s  a  p o t e n t i a l  s o u r c e  o f  i n a c c u r a c y  d u e  t o  t h e  
p o s s i b l e  n u m e r i c a l  d i f f u s i o n  [ 7 8 ] .  I n  t h e  f l o w s  c o n s i d e r e d  i n  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n  
t h e  a x i a l  v e l o c i t y  i s  l a r g e  e n o u g h  s o  t h a t  a t  m o s t  p o i n t s  o f  t h e  f l o w  t h e  u p w i n d  
d i f f e r e n c i n g  i s  u s e d  f o r  t h e  a x i a l  c o n v e c t i v e  t e r m ,  t h e  c r o s s - s t r e a m  v e l o c i t y  i s  s m a l l  
s o  t h a t  c e n t r a l  d i f f e r e n c i n g  i s  u s e d  a t  m o s t  p o i n t s  o f  t h e  d o m a i n ,  f o r  t h e  r a d i a l  
c o n v e c t i v e  t e r m .  
T h i s  r a i s e s  t h e  q u e s t i o n  o f  w h e t h e r  l a r g e  n u m e r i c a l  d i f f u s i o n  
i s  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  f i r s t  o r d e r  d i f f e r e n c i n g  o f  t h e  a x i a l  c o n v e c t i o n  t e r m s .  I n  t h e  
p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n  w e  h a v e  o n l y  c o n s i d e r e d  n o n - r e v e r s i n g  f l o w s  i n  w h i c h  t h e  a x i a l  
d i f f u s i o n  i s  r e l a t i v e l y  s m a l l .  G r i d  d e p e n d e n c y  c h e c k s  h a v e  s h o w n  t h a t  i n c r e a s i n g  
t h e  n u m b e r  o f  n o d e s  f o u r f o l d  l e a d s  t o  s m a l l  ( i . e .  l e s s  t h a n  1 0 % )  c h a n g e  i n  t h e  
d e p e n d e n t  v a r i a b l e s .  I n  a d d i t i o n  w e  h a v e  u s e d  g r i d s  t h a t  h a v e  b e e n  d e m o n s t r a t e d  
f i n e  e n o u g h  t o  l e a d  t o  n u m e r i c a l  d i f f u s i o n  f r e e  s o l u t i o n s  e v e n  f o r  h i g h l y  r e c i r c u l a t i n g  
t u r b u l e n t  f l o w  [ 7 9 ] ,  u s i n g  a  s i m i l a r  f i r s t  o r d e r  u p w i n d  d i f f e r e n c i n g  s c h e m e .  I t  i s  
t h e r e f o r e  s u g g e s t e d  t h a t  n u m e r i c a l  d i f f u s i o n  i s  n o t  h a v i n g  a  s i g n i f i c a n t  e f f e c t  o n  t h e  
s o l u t i o n s  p r e s e n t e d .  
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8 . 2  T u r b u l e n c e  M o d e l s  
F o r  t h e  c a s e  o f  S o ' s  w e a k l y  s w i r l i n g  f l o w  b o t h  t h e  a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  m o d e l ,  
a n d  t h e  s t a n d a r d  k  - €  m o d e l ,  g i v e  s a t i s f a c t o r y  p r e d i c t i o n  o f  t h e  m e a n  f l o w  q u a n t i -
t i e s  [ 3 7 ] , [ 1 0 ] .  D u e  t o  t h e  c o m p u t a t i o n a l  e f f i c i e n c y  o f  t h e  a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  
f o r m u l a t i o n  i t  i s  t o  b e  r e c o m m e n d e d  f o r  t h i s  c l a s s  o f  f l o w .  
F o r  t h e  m o d e r a t e l y  s w i r l i n g  f l o w  o f  S o ,  S e c t i o n  7 . 1 ,  t h e  a l g e b r a i c  e d d y  v i s c o s i t y  
m o d e l  g i v e s  s a t i s f a c t o r y  p r e d i c t i o n  o f  t h e  m e a n  f l o w  q u a n t i t i e s ,  a n d  i n  t h i s  c a s e  
p e r f o r m s  b e t t e r  t h a n  t h e  o t h e r  m o d e l s  c o n s i d e r e d  [ 2 0 ] .  I t  i s  s u g g e s t e d  t h a t  t h e  
p o o r  r e s u l t s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  k  - €  a n d  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  t u r b u l e n c e  
m o d e l s  a r e  n o t  a  g o o d  i n d i c a t i o n  o f  t h e i r  v a l i d i t y ,  d u e  t o  t h e  d i f f i c u l t y  i n  s p e c i f y i n g  
i n i t i a l  d a t a  f o r  t h i s  f l o w .  N u m e r i c a l  e x p e r i m e n t a t i o n  i n d i c a t e s  t h a t  i t  i s  p o s s i b l e  t o  
p r o d u c e  s i g n i f i c a n t  c h a n g e  i n  t h e  d o w n s t r e a m  p r o f i l e s  b y  m a k i n g  p h y s i c a l l y  r e a l i s t i c  
c h a n g e s  t o  t h e  i n i t i a l  p r o f i l e s .  T h i s  i s  t h o u g h t  t o  b e  l a r g e l y  d u e  t o  t h e  f a c t  t h a t  
a t  t h e  c o m p u t a t i o n a l  e n t r a n c e  t h e  c e n t r e l i n e  a x i a l  v e l o c i t y  i s  c o n s i d e r a b l y  r e d u c e d ,  
l e a d i n g  t o  s i g n i f i c a n t  c r o s s - s t r e a m  g r a d i e n t s .  A  s i m i l a r  s e n s i t i v i t y  t o  t h e  i n i t i a l  
c o n d i t i o n s  h a s  n o t  b e e n  f o u n d  i n  t h o s e  f l o w s  f o r  w h i c h  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  i s  c l o s e  t o  
u n i f o r m  a t  t h e  c o m p u t a t i o n a l  e n t r a n c e .  
F o r  t h e  f l o w s  o f  C l a u s e n ,  S e c t i o n  7 . 2 ,  a n d  S e n o o ,  S e c t i o n  7 . 4 ,  w h i c h  a l s o  h a v e  a  
m o d e r a t e  s w i r l ,  b u t  l a r g e r  d i f f u s e r  a n g l e s ,  t h e  a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  m o d e l  i s  n o  
l o n g e r  s a t i s f a c t o r y ,  p r e d i c t i n g  a n  e d d y - v i s c o s i t y  t h a t  i s  t o o  s m a l l  t o  e n a b l e  a  s t a b l e  
s o l u t i o n  t o  b e  o b t a i n e d .  A l t h o u g h  a d - h o c  m o d i f i c a t i o n s  t o  t h e  a l g e b r a i c  e d d y -
v i s c o s i t y  m o d e l  c o u l d  b e  m a d e  t o  i m p r o v e  i t s  p e r f o r m a n c e ,  i t  w a s  t h o u g h t  b e t t e r  
t o  p u r s u e  t h e  t u r b u l e n c e  m o d e l l i n g  a t  t h e  m o r e  g e n e r a l  t w o  e q u a t i o n  l e v e l .  T h e  
d i s c u s s i o n  i n  t h e  r e s t  o f  t h i s  s e c t i o n  d o e s  n o t  c o n s i d e r  t h e  a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  
m o d e l .  
F o r  t h e  f l o w  o f  C l a u s e n  a l l  t h e  t u r b u l e n c e  m o d e l s  g i v e  s a t i s f a c t o r y  q u a l i t a t i v e  
p r e d i c t i o n s  o f  t h e  m e a n  v e l o c i t i e s ,  w i t h  t h e  t w o  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l s  
g i v i n g  b e t t e r  p r e d i c t i o n  o f  t h e  f i n e  d e t a i l .  I n  p a r t i c u l a r ,  t h e y  p r e d i c t  t h e  d r o p  b e l o w  
s o l i d  b o d y  r o t a t i o n  o f  t h e  s w i r l  p r o f i l e  v e r y  w e l l ,  w h i c h  i s  n o t  w e l l  p r e d i c t e d  b y  t h e  
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k  - E  m o d e l s ,  a n d  m o r e  a c c u r a t e l y  p r e d i c t  t h e  a x i a l  c e n t r e l i n e  v e l o c i t y ,  a n d  t h e  
m a g n i t u d e  o f  t h e  n e a r  w a l l  v e l o c i t y  p e a k  f o r  b o t h  a x i a l  a n d  s w i r l  v e l o c i t i e s ,  F i g u r e s  
7 . 7  a n d  7 . 8 .  T h e  i n c l u s i o n  o f  t h e  R i c h a r d s o n  c o r r e c t i o n  f a c t o r ,  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  
4 . 5 ,  d o e s  l e a d  t o  a  s l i g h t  i m p r o v e m e n t  f o r  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  p r e d i c t i o n ,  b u t  m a k e s  
v e r y  l i t t l e  d i f f e r e n c e  t o  t h e  s w i r l  v e l o c i t y .  T h i s  i s  t h e  s a m e  r e s u l t  a s  t h a t  o b t a i n e d  
f o r  S o ' s  d a t a ,  a l t h o u g h  i n  S o ' s  c a s e  t h e  i m p r o v e m e n t  w a s  m o r e  d r a m a t i c .  
T h e  a x i a l  v e l o c i t y  f o r  t h e  n o n - s w i r l i n g  f l o w  o f  O k w u o b i  a n d  A z a d ,  S e c t i o n  7 . 3 ,  i s  
p r e d i c t e d  v e r y  w e l l  u s i n g  t h e  A R S  m o d e l .  N o  d e t a i l e d  c o m p a r i s o n  o f  t h e  t u r b u l e n c e  
m o d e l s  w i t h  e a c h  o t h e r  h a s  b e e n  m a d e  f o r  t h i s  d a t a  s e t ,  a s  r e s u l t s  w e r e  c o m p u t e d  
p r i m a r i l y  t o  t r y  a n d  a s c e r t a i n  t h a t  t h e  p o o r  p r e d i c t i o n  f o r  t u r b u l e n c e  q u a n t i t i e s  i n  
t h e  n e a r  w a l l  r e g i o n  c o u l d  b e  a t t r i b u t e d  t o  t h e  e f f e c t  o f  t h e  d i f f u s e r  r a t h e r  t h a n  t h e  
s w i r l .  
W e  a t t r i b u t e  t h e  p o o r  p r e d i c t i o n  o f  S e n o o ' s  f l o w  t o  t w o  t h i n g s .  
( 1 )  F i r s t l y  a  c h e c k  o f  t h e  m a s s  f l o w  s h o w e d  t h a t  i t  i n c r e a s e d  b y  a r o u n d  1 0 %  f r o m  
t h e  d i f f u s e r  e n t r a n c e  t o  t h e  e x i t .  T h i s  i s  i m p o s s i b l e  a n d  c a s t s  s o m e  d o u b t  o n  t h e  
a c c u r a c y  o f  t h e  r e s u l t s ,  o r  a t  l e a s t  o n  t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  a u t h o r  i n  r e a d i n g  t h e  
f i g u r e s  p r e s e n t i n g  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s ,  w h i c h  a r e  r a t h e r  s m a l l  a n d  i m p r e c i s e .  
A  s i m i l a r  e r r o r  i n  t h e  i n i t i a l  s w i r l  p r o f i l e  c o u l d  e a s i l y  l e a d  t o  l a r g e  e r r o r s  i n  t h e  
p r e d i c t i o n  o f  t h e  a x i a l  p r o f i l e  a t  t h e  d o w n s t r e a m  l o c a t i o n .  
( 2 )  S e c o n d l y  S e n o o  o n l y  p r e s e n t s  i n i t i a l  p r o f i l e s  f o r  t h e  a x i a l  a n d  s w i r l  v e l o c i t i e s ,  
a n d  i t  c o u l d  e a s i l y  b e  t h a t  t h e  a s s u m e d  i n i t i a l  r a d i a l  v e l o c i t y  a n d  k  a n d  E  p r o f i l e s  
a r e  q u i t e  i n a c c u r a t e .  T h e  S e n o o  f l o w ,  s i m i l a r  t o  t h e  S o  f l o w ,  i s  o n e  w h e r e  t h e  i n i t i a l  
a x i a l  v e l o c i t y  p r o f i l e  h a s  a  s i g n i f i c a n t  r e d u c t i o n  a t  t h e  c e n t r e l i n e ,  a n d  o n c e  a g a i n  
h a s  b e e n  f o u n d  t o  b e  q u i t e  s e n s i t i v e  t o  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s ,  i t  i s  t h o u g h t  b e c a u s e  
o f  t h e  s t r o n g  c r o s s - s t r e a m  g r a d i e n t s  p r e s e n t  i n  s u c h  i n i t i a l  a x i a l  v e l o c i t y  p r o f i l e s .  
N o n e  o f  t h e  t u r b u l e n c e  m o d e l s  i n  t h e i r  s t a n d a r d  f o r m  g i v e s  s a t i s f a c t o r y  p r e d i c -
t i o n s  o f  t h e  t u r b u l e n c e  q u a n t i t i e s .  I n  C l a u s e n ' s  f l o w  t h e  k  p r o f i l e  i s  o v e r p r e d i c t e d  
b y  a l l  t h e  m o d e l s  i n  t h e  c o r e  r e g i o n ,  a n d  u n d e r p r e d i c t e d  i n  t h e  n e a r  w a l l  r e g i o n .  
W e  c a n  i n  p a r t  e x p l a i n  t h e  o v e r p r e d i c t i o n  i n  t h e  c o r e  b y  t h e  f a c t  t h a t  t o  e n a b l e  a  
s t a b l e  s o l u t i o n  t o  b e  o b t a i n e d  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  s p e c i f y  a n  i n i t i a l  k  v a l u e  o f  a b o u t  
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t h r e e  t i m e s  t h e  e x p e r i m e n t a l  v a l u e ,  i n  t h i s  r e g i o n .  E v e n  a l l o w i n g  f o r  t h i s  w e  s e e  
t h a t  t h e  A R S + F P  p r e d i c t s  l e v e l s  o f  k  o f  a r o u n d  t w i c e  w h a t  t h e  o t h e r  m o d e l s  d o ,  i n  
t h e  c o r e  r e g i o n .  S i m i l a r  b e h a v i o u r  i s  o b s e r v e d  i n  t h e  u w  a n d  u u  p r o f i l e s .  T h i s  
i s  a n  u n s a t i s f a c t o r y  a s p e c t  o f  t h e  A R S + F P  m o d e l ,  a n d  s u g g e s t s  t h e  i n c l u s i o n  o f  
t h e  e x t r a  f a l s e  p r o d u c t i o n  t e r m s  l e a d s  t o  t o o  m u c h  p r o d u c t i o n .  
I n  t h e  u v  a n d  
v w  s h e a r  s t r e s s e s  t h e  A R S +  F P  m o d e l  o n c e  a g a i n  p r e d i c t s  l a r g e r  v a l u e s  i n  t h e  c o r e  
r e g i o n  t h a n  t h e  A R S  m o d e l .  T h i s  r e s u l t s  i n  t h e  A R S + F P  g i v i n g  b e t t e r  p r e d i c t i o n  
f o r  t h e  v w  s t r e s s ,  a n d  w o r s e  f o r  t h e  u v  s t r e s s .  
I f  w e  n o w  c o n s i d e r  t h e  p r e d i c t i o n  o f  t u r b u l e n t  q u a n t i t i e s  i n  t h e  n e a r - w a l l  r e g i o n  
f o r  t h e  C l a u s e n  f l o w ,  F i g u r e s  7 . 9  t o  7 . 1 5 ,  w e  s e e  t h a t  w i t h o u t  e x c e p t i o n  a l l  t h e  
t u r b u l e n c e  m o d e l s  u n d e r p r e d i c t  t h e  m a g n i t u d e  o f  a l l  q u a n t i t i e s  e x c e p t  t h e  u w  s t r e s s .  
W e  c o n s i d e r  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  q u a n t i t i e s  t o  b e  k  u v  a n d  v w ,  a n d  w i l l  d i s c u s s  t h e  
r e s u l t s  p r i m a r i l y  i n  r e l a t i o n  t o  t h e m .  v V e  c a n n o t  a t t r i b u t e  t h e i r  p o o r  p r e d i c t i o n  i n  
t h e  n e a r  w a l l  r e g i o n  t o  a  b a d  i n i t i a l  k  p r o f i l e ,  a s  i t  i s  p o s s i b l e  t o  m a t c h  t h e  i n i t i a l  
p h y s i c a l  p r o f i l e  n e a r  t h e  w a l l .  I t  a p p e a r s  t h e r e  m u s t  a  f u n d a m e n t a l  d e f e c t  i n  t h e  k  
e q u a t i o n ,  s i n c e  t h e  p o o r  p r e d i c t i o n  i s  c o m m o n  t o  a l l  t h e  m o d e l s .  
T o  d e t e r m i n e  w h e t h e r  t h e  p r o b l e m  i n  p r e d i c t i n g  t h e  t u r b u l e n t  q u n a t i t i e s  n e a r  
t h e  w a l l  i s  r e l a t e d  t o  p r e s e n c e  o f  s w i r l  w e  c o n s i d e r  t h e  f l o w  o f  O k w u o b i  a n d  A z a d ,  
w h i c h  i s  n o n - s w i r l i n g .  W e  s e e  t h a t  o n c e  a g a i n  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  t u r b u l e n c e  
q u a n t i t i e s  i s  s e v e r e l y  u n d e r p r e d i c t e d ,  a n d  w e  a l s o  s e e  t h a t  t h e  p e a k  i s  n o w  s o m e  
d i s t a n c e  f r o m  t h e  w a l l ,  a t  r  =  0 . 5 ,  a t  t h e  d o w n s t r e a m  l o c a t i o n .  T h i s  i s  t h e  r a d i u s  
o f  t h e  d i f f u s e r  e n t r a n c e ,  a n d  w h a t  a p p e a r s  t o  h a v e  h a p p e n e d  i s  t h a t  t h e  n e a r  w a l l  
p e a k  i n  k  a n d  u v  h a s  c a r r i e d  s t r a i g h t  o n  d o w n  t h e  d i f f u s e r ,  s o  t h a t  b y  t h e  e x i t  i t  i s  
w e l l  a w a y  f r o m  t h e  w a l l ,  a n d  h a s  i n c r e a s e d  s i g n i f i c a n t l y .  B e h a v i o u r  o f  t h i s  s o r t  i s  
n o t  c h a r a c t e r i s t i c  o f  a t t a c h e d  b o u n d a r y  l a y e r s ,  f o r  w h i c h  t h e  n e a r - w a l l  p e a k  i s ,  i n  
t h e  c a s e  o f  p i p e  f l o w  a t  h i g h  R e y n o l d s  n u m b e r s ,  w i t h i n  0 . 0 1  o f  a  d i a m e t e r  o f  t h e  w a l l .  
v V e  d o  s e e  b e h a v i o u r  o f  t h i s  s o r t  i n  s e p a r a t i n g  a n d  n e a r l y  s e p a r a t i n g  b o u n d a r y  l a y e r s  
[ 8 0 ]  [ 8 1 ] ,  s u g g e s t i n g  t h a t  t h e  t u r b u l e n t  s t r u c t u r e  o f  d i f f u s e r  f l o w  m a y  b e  s i m i l a r  t o  
t h a t  o f  a  t w o - d i m e n s i o n a l  b o u n d a r y  l a y e r  a p p r o a c h i n g  a  s e p a r a t i o n  p o i n t .  
T w o  r e s e a r c h e r s  w h o  h a v e  a t t e m p t e d  t o  s i m u l a t e  t h e  t u r b u l e n c e  q u a n t i t i e s  i n  
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s e p a r a t i n g  b o u n d a r y  l a y e r s  a r e  J o h n s o n  [ 8 0 ]  a n d  V i e g a s  e t .  a l .  [ 8 1 ] .  J o h n s o n  u s i n g  
a  t w o  e q u a t i o n  k ,  k
1
/
2  
L -
1  
m o d e l ,  i n t e g r a t e d  t o  t h e  w a l l ,  p r e s e n t s  r e s u l t s  s h o w i n g  
t h a t  t h e  p e a k  i n  t u r b u l e n c e  q u a n t i t i e s ,  w h i c h  h a s  m o v e d  a w a y  f r o m  t h e  w a l l ,  i s  
u n d e r e s t i m a t e d  b y  a r o u n d  7 0 %  a t  t h e  s e p a r a t i o n  p o i n t .  V i e g a s  e t .  a l .  [ 8 1 ] ,  c o m p a r e  
r e s u l t s  o b t a i n e d  u s i n g  a  w a l l  f u n c t i o n  a p p r o a c h ,  a n d  a  k  - E  m o d e l  i n t e g r a t e d  t o  
t h e  w a l l ,  t o  s i m u l a t e  a  s e p a r a t i n g  b o u n d a r y  l a y e r ,  a n d  o n c e  a g a i n  t h e  p e a k ,  w h i c h  
h a s  m o v e d  a w a y  f r o m  t h e  w a l l ,  i s  b e i n g  u n d e r e s t i m a t e d  b y  b o t h  m e t h o d s .  O n  
t h e s e  b a s e s  w e  s u g g e s t  t h a t  t h e ,  e x p e r i m e n t a l  p h e n o m e n a  o b s e r v e d  i n  t h e  d u f f u s e r  
i s  s i m i l a r  t o  t h a t  a s s o c i a t e d  w i t h  s e p a r a t i n g  t w o - d i m e n s i o n a l  b o u n d a r y  l a y e r s ,  a n d  
t h a t  i t  a p p e a r s  t h a t  n e i t h e r  w a l l  f u n c t i o n s ,  n o r  t w o  e q u a t i o n  m o d e l s  i n t e g r a t e d  t o  
t h e  w a l l ,  c a n  s a t i s f a c t o r i l y  m o d e l  t h e  t u r b u l e n c e  s t r u c t u r e  n e a r  t o  s u c h  a  r e g i o n .  
W e  s u g g e s t  t h a t  i t  i s  a  b a s i c  p r o b l e m  i n  t h e  k  e q u a t i o n  t h a t  l e a d s  t o  t h i s  d i f f i c u l t y .  
B y  c o n s i d e r i n g  t h e  r e s u l t s  o f  O k w u o b i  a n d  A z a d  w e  c a n  t r y  a n d  d e t e r m i n e  
e x a c t l y  w h a t  p a r t  o f  t h e  m o d e l  i s  l e a d i n g  t o  t h e  p o o r  p r e d i c t i o n s .  O k w u o b i  a n d  
A z a d  p r e s e n t  r e s u l t s  d e m o n s t r a t i n g  t h a t  t h e i r  f l o w  i s  n o t  a  l o g - l a w  f l o w  a n d  d o e s  n o t  
h a v e  a  r e g i o n  o f  l o c a l  e q u i l i b r i u m .  " V e  o b t a i n  a  n e a r  w a l l  b o u n d a r y  v a l u e  f o r  k  b y  
a s s u m i n g  t h a t  t h e  f l o w  i s  i n  l o c a l  e q u i l i b r i u m ,  w h i c h ,  i f  t h i s  i s  n o t  s o ,  w i l l  l e a d  t o  a n  
i n a c c u r a c y .  I t  m a y  b e  s u g g e s t e d  t h a t  i n t e g r a t i n g  t h e  e q u a t i o n s  t o  t h e  w a l l ,  i f  t h e  
c o m p u t e r  r e s o u r c e s  a r e  a v a i l a b l e ,  r a t h e r  t h a n  u s i n g  a  l o c a l  e q u i l i b r i u m  a s u m p t i o n ,  
w o u l d  c o r r e c t  t h i s  d i f f i c u l t y .  B o t h  J  o h n s o n  a n d  V i e g a s  p r e s e n t  r e s u l t s  o b t a i n e d  b y  
i n t e g r a t i n g  t o  t h e  w a l l ,  a n d  s t i l l  u n d e r p r e d i c t  t h e  t u r b u l e n t  p e a k s  b y  a  s i g n i f i c a n t  
a m o u n t ,  s o  i t  a p p e a r s  t h a t  t h e r e  i s  a n o t h e r  e f f e c t ,  t h o u g h  u n d o u b t e d l y  t h e  l o c a l  
e q u i l i b r i u m  a s s u m p t i o n  i s  o n e  p r o b l e m .  T o  s u g g e s t  w h a t  t h e  o t h e r  p r o b l e m  m a y  
b e ,  w e  r e f e r  t o  a  p a p e r  b y  B e r n a r d  [ 7 1 ] ,  i n  w h i c h  i t  i s  d e m o n s t r a t e d  t h a t  f o r  f u l l y  
d e v e l o p e d  c h a n n e l  f l o w  t h e  n e a r  w a l l  p e a k  i n  k  i s  u n d e r p r e d i c t e d  b y  a r o u n d  2 5 % ,  
w h e n  t h e  k  e q u a t i o n  i s  i n t e g r a t e d  t o  t h e  w a l l ,  e v e n  w i t h  t h e  i n c l u s i o n  o f  n e a r  w a l l  
c o r r e c t i o n  f a c t o r s .  H e  s u g g e s t s  t h a t  i t  i s  t h e  m o d e l l e d  f o r m  o f  t h e  d i f f u s i o n  t e r m  
t h a t  i s  p r i m a r i l y  r e s p o n s i b l e  f o r  t h i s  u n d e r p r e d i c t i o n .  I t  c o u l d  w e l l  b e  t h a t  a  s i m i l a r ,  
t h o u g h  m o r e  s e v e r e ,  p h e n o m e n a  i s  o b s e r v e d  w h e n  t h e  k  e q u a t i o n  i s  i n t e g r a t e d  t o  
t h e  w a l l  f o r  s e p a r a t i n g  f l o w .  
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T h i s  l e d  u s  t o  s u p p o s e  t h a t  b y  a l t e r i n g  t h o s e  c o n s t a n t s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  
d i f f u s i o n  o f  k ,  a n d  o b t a i n i n g  k  a t  a  n e a r - w a l l  p o i n t  u s i n g  t h e  l o c a l  e q u i l i b r i u m  
a s s u m p t i o n ,  w e  m a y  o b t a i n  a n  i m p r o v e m e n t .  T o  t e s t  t h i s  h y p o t h e s i s  w e  t r i e d  
s i m u l a t i n g  t h e  O k w u o b i  a n d  A z a d  d a t a  w i t h ,  f i r s t l y ,  t h e  v o n  K a r m a n  c o n s t a n t  s e t  
t o  2 . 0 0 ,  f i v e  t i m e s  i t s  n o r m a l  v a l u e .  B y  d o i n g  t h i s  w e  e x p e c t e d  t o  i n c r e a s e  t h e  
n e a r  w a l l  b o u n d a r y  v a l u e  f o r  k  o b t a i n e d  f r o m  t h e  l o c a l  e q u i l i b r i u m  r e l a t i o n .  T h e  
r e s u l t  w a s  t o  i n c r e a s e  t h e  n e a r  w a l l  k  v a l u e ,  a s  e x p e c t e d ,  b u t  t h e  p e a k  w a s  s t i l l  
u n d e r p r e d i c t e d ,  d u e  t o  t h e  l a c k  o f  c u r v a t u r e  i n  t h e  p r o f i l e .  D e c r e a s i n g  C
k 1  
t o  0 . 5 0 ,  
d e c r e a s i n g  t h e  g r a d i e n t  d i f f u s i o n  o f  k  b y  a  h a l f ,  i n c r e a s e d  t h e  c u r v a t u r e  o f  t h e  k  
p r o f i l e  s u f f i c i e n t l y  t o  e n a b l e ,  w i t h  t h e  a l t e r e d  v o n  K a r m a n  c o n s t a n t ,  t h e  k  p r o f i l e  t o  
b e  p r e d i c t e d  v e r y  w e l l  a t  t h e  d o w n s t r e a m  l o c a t i o n ,  F i g u r e  7 . 2 7 .  U n f o r t u n a t e l y  a t  
t h e  s a m e  t i m e  t h e  m e a n  f l o w  v e l o c i t y  p r e d i c t i o n  i s  l e s s  s a t i s f a c t o r y ,  F i g u r e  7 . 2 6 ,  a n d  
u v  i s  n o w  o v e r p r e d i c t e d ,  F i g u r e  7 . 2 8 .  T h i s  i s  n o t  t o o  s u r p r i s i n g ,  s i n c e  a l t h o u g h  w e  
m a y  h a v e  c h o s e n  a  n e w  s e t  o f  c o n s t a n t s  t h a t  a r e  m o r e  v a l i d  f o r  s e p a r a t i n g  f l o w ,  a t  
t h e  d i f f u s e r  e n t r a n c e  t h e  f l o w  i s  n o t  c l o s e  t o  s e p a r a t i o n ,  a n d  t h e s e  c o n s t a n t s  w o u l d  
n o t  b e  v a l i d .  N o n e t h e l e s s  t h e  r e s u l t  d o e s  g i v e  s u p p o r t  t o  t h e  h y p o t h e s i s  t h a t  t h e  
p o o r  p r e d i c t i o n  o f  t u r b u l e n c e  q u a n t i t i e s  i n  t h e  O k w u o b u  a n d  A z a d  f l o w  i s  r e l a t e d  
t o  t h e  i n v a l i d i d t y  o f  t h e  l o c a l  e q u i l i b r i u m  a s s u m p t i o n  a n d  p o o r  m o d e l l i n g  o f  t h e  
k  d i f f u s i o n  t e r m .  P h y s i c a l l y  w e  c a n  i n t e r p r e t  t h e s e  r e s u l t s  a s  i n d i c a t i n g  t h a t  t h e  
p r o d u c t i o n  o f  t u r b u l e n c e  i n  t h e  d i f f u s e r  f l o w  i n  t h e  n e a r  w a l l  r e g i o n  i s  l a r g e r  t h a n  i n  
f u l l y  a t t a t c h e d  f l o w ,  a n d  t h a t  t h e  d i f f u s i o n  o f  k  i n  t h e  r e g i o n  o f  t h e  p e a k  i s  s m a l l e r  
t h a n  t h a t  p r e d i c t e d  w i t h  t h e  n o r m a l  c o n s t a n t .  
I f  w e  n o w  g o  b a c k  t o  t h e  C l a u s e n  f l o w ,  F i g u r e s  7 . 9  t o  7 . 1 5 ,  w e  s e e  t h a t  a l t h o u g h  
t h e  p e a k s  i n  t h e  t u r b u l e n t  q u a n t i t i e s  h a v e  m o v e d  a w a y  f r o m  t h e  w a l l ,  t h e y  h a v e  
e v i d e n t l y  n o t  t r a v e l l e d  s t r a i g h t  d o w n  t h e  d i f f u s e r .  I t  a p p e a r s  t h a t  t h e  s w i r l  h a s  
c a u s e d  t h e  p e a k s ,  t o  s o m e  d e g r e e ,  t o  f o l l o w  t h e  w a l l ,  t h o u g h  n o t  t o  t h e  e x t e n t  o f  
t h e i r  b e i n g  e q u i v a l e n t  t o  f u l l y  a t t a c h e d  f l o w .  W h e n  t h e  v o n  K a r m a n  c o n s t a n t  i s  
i n c r e a s e d  b y  t w o  a n d  a  h a l f  t i m e s ,  t o  1 . 0 0 ,  w e  f i n d  t h a t  a  s i g n i f i c a n t  i m p r o v e m e n t  i n  
t h e  m o d e l l i n g  o f  t h e  t u r b u l e n c e  q u a n t i t i e s  a t  t h e  d o w n s t r e a m  l o c a t i o n  i s  o b t a i n e d ,  
a t  t h e  e x p e n s e  o f  a  d e g r a d a t i o n  o f  t h e  m e a n  v e l o c i t i e s .  W e  s u g g e s t  t h a t  t h e  
d e g r a d a t i o n  o f  t h e  m e a n  f l o w  i s ,  a s  i n  t h e  O k w u o b i  a n d  A z a d  f l o w ,  b e c a u s e  t h e  l a r g e r  
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v o n - K a x m a n  c o n s t a n t  i s  n o t  a p p l i c a b l e  t o  u p s t r e a m  l o c a t i o n s ,  w h e n  t h e  f l o w  i s  c l o s e r  
t o  b e i n g  f u l l y  a t t a c h e d .  A l t h o u g h  d i f f e r e n t  v a l u e s  f o r  t h e  d i f f u s i o n  c o n s t a n t  w e r e  
t r i e d  f o r  t h e  C l a u s e n  f l o w ,  i t  w a s  f o u n d  t h a t  n o  i m p r o v e m e n t  c o u l d  b e  o b t a i n e d  i n  
t h e  p r e d i c t i o n  o f  t h e  n e a r  w a l l  p e a k .  I n  t h i s  c a s e  i t  i s  s u g g e s t e d  t h a t  s i n c e  t h e  p e a k  
i s  s t i l l  q u i t e  c l o s e  t o  t h e  w a l l ,  i n c o r r e c t  m o d e l l i n g  o f  t h e  d i f f u s i o n  t e r m  d o e s  n o t  
p l a y  s u c h  a n  i m p o r t a n t  p a r t  w h e n  w a l l  f u n c t i o n s  a r e  b e i n g  u s e d .  
A t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  c u r r e n t  p r o j e c t  i t  w a s  t h o u g h t  t h a t  t h e  m a i n  d i f f i c u l t y  
w o u l d  b e  o b t a i n i n g  a  t u r b u l e n c e  m o d e l  t h a t  c o u l d  h a n d l e  t h e  i n f l u e n c e  o f  s w i r l .  A s  
i t  t u r n e d  o u t  t h e  d i f f i c u l t i e s  e n c o u n t e r e d  i n  m o d e l l i n g  t h e  e f f e c t  o f  t h e  d i f f u s e r  o n  
t h e  t u r b u l e n c e  q u a n t i t i e s  t e n d e d  t o  o v e r s h a d o w  t h o s e  p r o b l e m s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  
s w i r l .  N o n e t h e l e s s  w e  c a n  s t i l l  s a y  s o m e t h i n g  a b o u t  i t .  F r o m  t h e  r e s u l t s  f o r  t h e  
e d d y - v i s c o s i t i e s ,  F i g u r e  7 . 1 6 ,  i t  i s  a p p a r e n t  t h a t  t h e  f l o w  i s  a n i s o t r o p i c ,  w i t h  t h e  
s w i r l  v i s c o s i t y  f a r  l a r g e r  t h a n  t h e  a x i a l  v i s c o s i t y .  N o n e  o f  t h e  t u r b u l e n c e  m o d e l s  
s a t i s f a c t o r i l y  r e p r e s e n t  t h i s  a n i s o t r o p y .  T h e  k  - €  m o d e l  p r e d i c t s  a n  e d d y - v i s c o s i t y  
t h a t  i s  t o o  l a r g e  f o r  t h e  a x i a l  v i s c o s i t y ,  a n d  t o o  s m a l l  f o r  t h e  s w i r l  v i s c o s i t y .  I n c l u -
s i o n  o f  t h e  R i c h a r d s o n  c o r r e c t i o n  f a c t o r  r e d u c e s  t h a t  v i s c o s i t y  t o o  b r i n g  i t  m o r e  i n t o  
l i n e  w i t h  t h e  a x i a l  v i s c o s i t y .  I t  w o u l d  a p p e a r  t h e r e f o r e  t h a t  i t  i s  m o r e  i m p o r t a n t  
t o  p r e d i c t  t h e  a x i a l  v i s c o s i t y  t h a n  t h e  s w i r l  v i s c o s i t y ,  a s  t h e  R i c h a r d s o n  c o r r e c t i o n  
i m p r o v e s  t h e  p r e d i c t i o n  o f  m e a n  f l o w  q u a n t i t i e s ,  c o m p a r e d  t o  t h e  s t a n d a r d  k  - f  
m o d e l .  T h i s  i s  i n  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  o b s e r v e d  f a c t  t h a t  t h e  c e n t r e l i n e  a x i a l  v e l o c -
i t y  i s  t h e  m o s t  s e n s i t i v e  p a r a m e t e r .  T h e  A R S  m o d e l  p r e d i c t s  a n  a x i a l  v i s c o s i t y  t h a t  
i s  c l o s e r  t o  t h e  e x p e r i m e n t a l  t h a n  e i t h e r  o f  t h e  k  - f  m o d e l s ,  b u t  p r e d i c t s  a  s w i r l  
v i s c o s i t y  t h a t  i s  s o  c l o s e  t o  t h e  a x i a l  t h a t  i t  m a y  a s  w e l l  b e  i s o t r o p i c .  T h e  A R S + F P  
m o d e l  p r e d i c t s  s u b s t a n t i a l  a n i s o t r o p y ,  b u t  i n  t h e  w r o n g  d i r e c t i o n .  T h u s  n e i t h e r  o f  
t h e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l s  s a t i s f a c t o r i l y  a c c o u n t s  f o r  t h e  a n i s o t r o p y ,  a n d  
i t  a p p e a r s  t h a t  o f  t h e  t w o  v i s c o s i t i e s  i t  i s  m o r e  i m p o r t a n t  t o  c o r r e c t l y  p r e d i c t  t h e  
a x i a l  v i s c o s i t y ,  w h i c h  t h e  A R S  m o d e l  d o e s  m o r e  a c c u r a t e l y  i n  t h e  c o r e  r e g i o n  t h a n  
t h e  A R S + F P ,  k  - f  a n d  k  - f + R  m o d e l s .  
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8 . 3  C o n i c a l  D i f f u s e r  F l o w  R e g i m e s  
W e  s u g g e s t  a  d i v i s i o n  o f  t h e  f l o w s  c o n s i d e r e d  i n t o  p a r a b o l i c  a n d  e l l i p t i c  r e g i m e s  
b a s e d  o n  w h e t h e r  t h e y  m a y  b e  s i m u l a t e d  n u m e r i c a l l y  u s i n g  a  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m  
s o l v i n g  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s ,  i n  w h i c h  c a s e  w e  s a y  t h e y  a r e  p a r a b o l i c ,  o r  n o t ,  a n d  
t h o s e  w e  c a l l  e l l i p t i c .  W e  f e e l  t h a t  m a k i n g  t h e  c l a s s i f i c a t i o n  o n  t h i s  b a s i s  i s  m o r e  
u s e f u l  t h a n  t h a t  g e n e r a l l y  a p p l i e d ,  t h a t  t h o s e  f l o w s  w h i c h  m a y  b e  m o d e l l e d  u s i n g  
t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s  a r e  p a r a b o l i c ,  f o r  t h e  f o l l o w i n g  r e a s o n .  
I t  h a s  b e e n  f o u n d  t h a t  c e r t a i n  m o d e r a t e l y  s w i r l i n g  d i f f u s e r  f l o w s ,  s u c h  a s  t h a t  
o f  S o  i n  C h a p t e r  7 ,  m a y  b e  s i m u l a t e d  b y  s o l v i n g  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s ,  b u t  r e q u i r e  
a  m u l t i - s w e e p  a l g o r i t h m .  
T h e  d i v i s i o n  o f  f l o w s  i n t o  p a r a b o l i c  a n d  e l l i p t i c  t y p e  
i s  p r i m a r i l y  o f  u s e  t o  t h e  n u m e r i c a l  a n a l y s t ,  w h o  u s e s  i t  t o  d e t e r m i n e  w h e t h e r  a  
s i n g l e - s w e e p  s c h e m e  m a y  b e  u s e d .  I f  a  f l o w  t h a t  r e q u i r e s  t h e  u s e  o f  a  m u l t i - s w e e p  
s c h e m e  i s  c a l l e d  p a r a b o l i c  i t  i s  v e r y  m i s l e a d i n g .  T h e r e f o r e  w e  s u g g e s t  t h a t  f o r  a  
f l o w  t o  b e  p a r a b o l i c  i t  m u s t  b e  a b l e  t o  b e  m o d e l l e d  b y  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s ,  a n d  
t h a t  e q u a t i o n  s e t  m u s t  b e  a b l e  t o  b e  s o l v e d  n u m e r i c a l l y  a s  a n  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m ,  
( t h a t  i s )  u s i n g  a  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m .  
T h e  a b o v e  s t a t e m e n t  i s  q u i t e  c o n t e n t i o u s  f o r  t h e  f o l l o w i n g  r e a s o n .  I f  t h e  r e -
d u c e d  e q u a t i o n s  a r e  w e l l  p o s e d  a s  a n  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m ,  a n d  a  f l o w  m a y  b e  
a p p r o x i m a t e d  b y  a  s o l u t i o n  o f  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s ,  t h e n  t h a t  s o l u t i o n  i s  a n  i n i t i a l -
v a l u e  s o l u t i o n ,  a n d  t h e  f l o w  i s  a n  i n i t i a l  v a l u e  f l o w , i . e .  p a r a b o l i c .  T h e  a u t h o r  i s  
s a y i n g  t h a t  a l t h o u g h  a  f l o w  m a y  b e  a p p r o x i m a t e d  b y  a  s o l u t i o n  o f  t h e  r e d u c e d  
e q u a t i o n s ,  t h a t  s o l u t i o n  i s  n o t  n e c e s s a r i l y  a n  i n i t i a l  v a l u e  s o l u t i o n ,  u n l e s s  i t  h a s  
b e e n  o b t a i n e d  b y  s o l v i n g  t h e  e q u a t i o n s  n u m e r i c a l l y  a s  a n  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m .  I t  
i s  s u g g e s t e d  t h a t  t h i s  c o n t r a d i c t i o n  c a n  b e  r e s o l v e d  i n  t w o  p o s s i b l e  w a y s .  
( 1 )  I t  i s  p o s s i b l e  t h a t  u s i n g  d i f f e r e n t  n u m e r i c a l  s c h e m e s  t h e  f l o w s  t h a t  w e  h a v e n ' t  
b e e n  a b l e  t o  s i m u l a t e  u s i n g  o u r  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e  c o u l d  b e  s i m u l a t e d .  W e  h a v e  
b e e n  v e r y  c a r e f u l  t o  u s e  c o n s i s t e n t  s c h e m e s ,  a n d  t a k e  t h e  l i m i t i n g  b e h a v i o u r ,  a n d  
b a s e  o u r  c o n c l u s i o n s  o n  t h i s ,  n o n e t h e l e s s  w e  c a n n o t  r u l e  o u t  t h i s  p o s s i b i l i t y .  
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( 2 )  W e  h a v e  d e m o n s t r a t e d  t h a t  t h e  l i n e a r i z e d  r e d u c e d  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  a r e  
w e l l  p o s e d  a s  a n  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m ,  a n d  t h e n  e x t e n d e d  t h i s  r e s u l t  t o  c o v e r  t h e  
n o n - l i n e a r  e q u a t i o n s .  I t  t h e n  s e e m s  r e a s o n a b l e  t o  s a y  t h a t  f l o w s  t h a t  m a y  b e  s i m -
u l a t e d  b y  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s  m u s t  b e  i n i t i a l - v a l u e  s o l u t i o n s ,  t h a t  i s  t h e y  m u s t  
b e  p a r a b o l i c .  I t  m u s t  b e  r e m e m b e r e d  t h a t  w e  h a v e  o n l y  s u g g e s t e d ,  n o t  p r o v e d ,  
t h a t  t h e  n o n - l i n e a r  e q u a t i o n s  b e h a v e  i n  t h e  s a m e  w a y  a s  t h e  l i n e a r i z e d  e q u a t i o n s .  
I t  i s  p o s s i b l e  t h a t  f o r  c e r t a i n  s o l u t i o n s ,  t h a t  i s  c e r t a i n  f l o w s ,  t h e  n o n - l i n e a r  r e d u c e d  
e q u a t i o n s  m a y  n o t  b e  w e l l  p o s e d  a s  a n  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m ,  e v e n  t h o u g h  t h e  l i n -
e a r i z e d  e q u a t i o n s  a r e .  A t  t h e  m o m e n t  t h e  o n l y  w a y  t h e  a u t h o r  h a s  o f  c h e c k i n g  
t h e  n o n - l i n e a r  b e h a v i o u r  i s  b y  a t t e m p t i n g  t o  s o l v e  t h e  n o n - l i n e a r  e q u a t i o n s  n u m e r -
i c a l l y .  
T h i s  p o i n t s  t o  a  d a n g e r  i n  a t t e m p t i n g  t o  d e s c r i b e  t h e  b e h a v i o u r  o f  n o n - l i n e a r  
e q u a t i o n s  u s i n g  l i n e a r i z e d  a n a l y s i s .  N o n e t h e l e s s ,  p r o v i d e d  t h i s  d a n g e r  i s  b o r n  i n  
m i n d ,  i t  i s  f e l t  t h a t  t h e  l i n e a r i z e d  a n a l y s i s  i s  s t i l l  a  u s e f u l  t o o l  f o r  t h e  c o m p u t a t i o n a l  
f l u i d  d y n a m i c i s t .  I t  i s  a l s o  f e l t  t h a t  f o r  m o s t  f l o w s  t h e  l i n e a r i z e d  e q u a t i o n s  d o  
g i v e  a  s u i t a b l e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  n o n - l i n e a r  e q u a t i o n s ,  b u t  t h a t  r e s e a r c h e r s  m u s t  b e  
a w a r e  o f  p o s s i b l e  e x c e p t i o n s .  
8 . 3 . 1  P a r a b o l i c  
F o r  f l o w  t o  b e  p a r a b o l i c  i t  m u s t  b e  s u c h  t h a t  t h e  u p s t r e a m  i n f l u e n c e  i s  n e g l i g i b l e .  
W h a t  i s  m e a n t  b y  t h i s  i s  t h a t  t h e  f l o w  a t  a n y  p o i n t  h a s  n e g l i g i b l e  i n f l u e n c e  o n  t h e  
f l o w  a t  a l l  u p s t r e a m  p o i n t s .  T h e  s t r e a m w i s e  d i r e c t i o n  i s  c h o s e n  b y  t h e  o b s e r v e r  t o  
b e  s o m e t h i n g  t h a t  s e e m s  s e n s i b l e ,  s u c h  a s  f o r  b o u n d a r y  l a y e r  f l o w  t h e  d i r e c t i o n  o f  
t h e  f r e e - s t r e a m  v e l o c i t y .  F o r  d i f f u s e r  f l o w  w e  c h o o s e  t h e  s t r e a m w i s e  d i r e c t i o n  t o  
b e  t h e  s p h e r i c a l  r a d i u s ,  s e e  F i g u r e  4 . 1  .  
I f  t h e  f l o w  h a s  n e g l i g i b l e  u p s t r e a m  i n f l u e n c e  t h e n  i t  i s  r e a s o n a b l e  t o  e x p e c t  
t h a t  i t  m a y  b e  s i m u l a t e d  b y  s o l v i n g  a  s e t  o f  e q u a t i o n s  w h i c h  a r e  w e l l  p o s e d  a s  
a n  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m ,  w i t h  t h e  t i m e - l i k e  d i r e c t i o n  c o i n c i d i n g  w i t h  t h e  c h o s e n  
s t r e a m - w i s e  d i r e c t i o n .  T h u s  o u r  d e f i n i t i o n  o f  p a r a b o l i c  f l o w  i s ;  i t  i s  f l o w  t h a t  m a y  
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b e  a p p r o x i m a t e d  b y  t h e  r e d u c e d  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s ,  a n d  t h o s e  e q u a t i o n s  m a y  
b e  s o l v e d  n u m e r i c a l l y  a s  a n  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m .  T h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s  a r e  t h e  
s e t  C  i n  S e c t i o n  3 . 5 ,  o r  e q u i v a l e n t l y  t h e  r e d u c e d  s e t  o f  C h a p t e r  4 .  
T h i s  m e a n s  t h a t  t h o s e  m o d e r a t e l y  s w i r l i n g  f l o w s  r e q u i r i n g  t h e  u s e  o f  a  m u l t i -
s w e e p  a l g o r i t h m ,  s u c h  a s  t h e  S o  f l o w  i n  c h a p t e r  7  a r e  n o t  p a r a b o l i c ,  e v e n  t h o u g h  
t h e y  m a y  b e  a p p r o x i m a t e d  q u i t e  w e l l  u s i n g  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s .  
F o r  s w i r l i n g  c o n i c a l  d i f f u s e r  f l o w  t h o s e  f l o w s  w h i c h  h a v e  w e a k  s w i r l  i n  d i f f u s e r s  
o f  l e s s  t h a n  1 0 0  i n t e r n a l  a n g l e  a n d  a r e a  r a t i o s  o f  l e s s  t h a n  f o u r ,  a r e  s u g g e s t e d  t o  b e  
p a r a b o l i c .  A s  h a s  b e e n  s a i d  t h i s  i s  o n l y  a  g u i d e  b a s e d  o n  a  v e r y  d i s c r e t e  s a m p l i n g ,  
o t h e r  f a c t o r s  s u c h  a s  b o u n d a r y  l a y e r  t h i c k n e s s  a n d  R e y n o l d s  n u m b e r  w i l l  a l s o  p l a y  
a  p a r t  a l s o  i n  d e t e r m i n g  i f  r e g i o n s  o f  r e v e r s i n g  a x i a l  v e l o c i t y  o c c u r e ,  a n d  h e n c e  i f  
t h e  f l o w  i s  p a r a b o l i c .  
8 . 3 . 2  E l l i p t i c  
I n  t h e  p r e s e n t  c o n t e x t  w e  d e f i n e  e l l i p t i c  f l o w s  t o  b e  t h o s e  t h a t  a r e  n o t  p a r a b o l i c .  
F r o m  t h e  n u m e r i c a l  p o i n t  o f  v i e w  w e  a r e  u s i n g  i n  t h e  c u r r e n t  p r o j e c t  t h i s  m e a n s  
t h a t  t o  o b t a i n  s o l u t i o n s  t o  s u c h  f l o w s  n u m e r i c a l l y  r e q u i r e s  t h e  u s e  o f  a  m u l t i - s w e e p  
a l g o r i t h m ,  s o l v i n g  e i t h e r  t h e  r e d u c e d ,  p a r t i a l l y  r e d u c e d  o r  f u l l  e q u a t i o n s , T a b l e  3 . l .  
" V e  c a n  m a k e  a  f u r t h e r  d i s t i n c t i o n  a n d  s a y  t h a t  t h o s e  f l o w s  w h i c h  m a y  b e  s i m u l a t e d  
b y  u s i n g  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s  a r e  w e a k l y  e l l i p t i c ,  w h e r e a s  t h o s e  t h a t  r e q u i r e  t h e  
u s e  o f  t h e  f u l l  e q u a t i o n s  a r e  s t r o n g l y  e l l i p t i c .  O n  t h i s  b a s i s  w e  h a v e  f o u n d  t h a t  
t h o s e  m o d e r a t e l y  s w i r l i n g  f l o w s  i n  d i f f u s e r s  o f  l e s s  t h a n  1 0 0  i n t e r n a l  a n g l e  a r e  w e a k l y  
e l l i p t i c ,  w h i l s t  s u c h  f l o w s  i n  d i f f u s e r s  o f  g r e a t e r  t h a n  1 0 0  i n t e r n a l  a n g l e  a r e  s t r o n g l y  
e l l i p t i c .  I t  i s  e x p e c t e d ,  a l t h o u g h  s u c h  f l o w s  h a v e  n o t  b e e n  e x a m i n e d ,  t h a t  s t r o n g l y  
s w i r l i n g  f l o w s  w i t h  c e n t r e l i n e  a x i a l  v e l o c i t y  r e v e r s a l ,  a n d  a n y  f l o w  w i t h  r e g i o n s  o f  
s e p a r a t i n g  o f  r e v e r s i n g  a x i a l  v e l o c i t y ,  a r e  s t r o n g l y  e l l i p t i c .  
T h e  d i v i s i o n s  s u g g e s t e d  a r e  s o m e w h a t  a r b i t r a r y ,  a n d  a r e  t h e  r e s u l t  o f  s a m p l i n g  
o n l y  a  f e w  o f  t h e  p o s s i b l e  s w i r l i n g  d i f f u s e r  f l o w s .  T h e y  a r e  i n t e n d e d  m o r e  t o  g i v e  
a  g u i d e  t o  f u t u r e  r e s e a r c h e r s  i n  t h i s  a r e a ,  r a t h e r  t o  b e  c o n s i d e r e d  a s  h a r d  a n d  f a s t  
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f a c t s .  T a b l e  3 . 1  s u m m a r i z e s  t h e  s u g g e s t e d  d i v i s i o n  o f  s w i r l i n g  c o n i c a l  d i f f u s e r  
f l o w s  i n t o  p a r a b o l i c  a n d  e l l i p t i c  c a t e g o r i e s .  
8 . 4  E x t e n s i o n  o f  t h e  M o d e l  t o  N o n - A x i s y m m e t r i c  
a n d  S t r o n g l y  R e v e r s i n g  F l o w s  
T h e  m u l t i - s w e e p  s c h e m e  i s  c a p a b l e  o f  s i m u l a t i n g  r e v e r s i n g  f l o w s ,  F i g u r e  7 . 1 9 .  H o w -
e v e r  i t  h a s  b e e n  f o u n d  t h a t  f o r  f l o w s  i n  w h i c h  s t r o n g  r e v e r s a l  a t  t h e  e x i t  o c c u r s  t h e  
s o l u t i o n  b e c o m e s  u n s t a b l e .  T h i s  i s  m o s t  l i k e l y  d u e  t o  t h e  f a c t  t h a t  t h e  s t r u c t u r e  
o f  t h e  a l g o r i t h m  r e q u i r e s  t h e  e x i t  b e  a  p o s i t i v e  o u t l e t  b o u n d a r y .  T o  o b t a i n  s t a b l e  
s o l u t i o n s  f o r  f l o w s  w i t h  s t r o n g  r e v e r s a l  a t  t h e  d i f f u s e r  e x i t  i t  w i l l  e i t h e r  b e  n e c e s s a r y  
t o  c o n s t r u c t  d i f f e r e n t  n u m e r i c a l  s c h e m e s  o r ,  a s  i s  g e n e r a l l y  t h e  c a s e  i n  p r a c t i s e ,  
p l a c e  a  t a i l - p i p e  o n  t h e  d i f f u s e r  t o  c l o s e  o f f  t h e  r e c i r c u l a t i n g  r e g i o n .  
F o r  n o n - a x i s y m m e t r i c  f l o w s  t h e  s a m e  p r i n c i p l e  o f  e i t h e r  s i n g l e  o r  m u l t i p l e  s w e e p s  
i n  t h e  a x i a l  d i r e c t i o n  m a y  b e  u s e d .  H o w e v e r  a t  e a c h  a x i a l  l o c a t i o n  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  
s o l v e  a  t w o - d i m e n s i o n a l  p r o b l e m ,  r a t h e r  t h a n  a s  b e f o r e  a  o n e - d i m e n s i o n a l  p r o b l e m .  
T h i s  m a y  b e  d o n e  b y  e i t h e r  m a k i n g  s w e e p s  i n  a l t e r n a t i n g  d i r e c t i o n s  a t  e a c h  a x i a l  
l o c a t i o n ,  o r  u s i n g  a  f u l l y  c o u p l e d  b l o c k  t r i - d i a g o n a l  t y p e  o f  s c h e m e .  
S i n c e  t h e  c o n t i n u i t y  e q u a t i o n  w i l l  t h e n  c o n t a i n  t h r e e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  i t  w i l l  
n o  l o n g e r  b e  p o s s i b l e  t o  u s e  i t  t o  o b t a i n  t h e  V  v e l o c i t y ,  a s  h a s  b e e n  d o n e  i n  t h e  
s i n g l e  s w e e p  s c h e m e ,  a n d  w h e n  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s  a r e  u s e d  w i t h  t h e  m u l t i -
s w e e p  s c h e m e .  I t  i s  t h e r e f o r e  n e c e s s a r y  t o  c o n s t r u c t  a  s c h e m e  v e r y  s i m i l a r  t o  t h e  
m u l t i - s w e e p  s c h e m e  f o r  t h e  f u l l  e q u a t i o n s ,  w h e r e b y  t h e  c o n t i n u i t y  i s  e n f o r c e d  b y  
c o n s t r u c t i n g  a  P o i s s o n s  e q u a t i o n  i n  t h e  c r o s s - s t r e a m  p l a n e .  
A d d i t i o n a l l y  t h e r e  a r e  p r o b l e m s  t o  b e  f a c e d  i n  d e a l i n g  w i t h  s i n g u l a r i t i e s  a t  t h e  
o r i g i n ,  i f  p o l a r  c o o r d i n a t e s  a r e  u s e d .  T h i s  i s  b e c a u s e  i t  i s  n o  l o n g e r  p o s s i b l e  t o  u s e  
a x i s y m m e t r y  t o  o b t a i n  b o u n d a r y  v a l u e s  f o r  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  a t  t h e  a x i s .  
O n e  p o s s i b l e  w a y  o f  d e a l i n g  w i t h  t h i s  p r o b l e m  i s  g i v e n  b y  Y a s c h i n  e t  a l  [ 5 0 ] .  
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W h e n  t h e  f l o w  i s  s t r o n g l y  r e c i r c u l a t i n g  t h e r e  w i l l  b e  r e g i o n s  o f  t h e  d o m a i n  i n  
w h i c h  t h e  d o m i n a n t  d i r e c t i o n  i s  n o  l o n g e r  t h e  a x i a l  d i r e c t i o n .  I n  t h i s  c a s e  t h e  a p -
p r o a c h  o f  u s i n g  r e p e a t e d  m a r c h e s  i n  t h e  a x i a l  d i r e c t i o n  m a y  b e  i n a p p r o p r i a t e .  A  
b e t t e r  a p p r o a c h  m a y  t h e n  b e  t o  m a k e  r e p e a t e d  s w e e p s  i n  a l l  d i r e c t i o n s ,  t h u s  e n -
a b l i n g  t h e  d o m i n a n t  v e l o c i t y  d i r e c t i o n s  a t  a l l  p o i n t s  i n  t h e  f i e l d  t o  b e  a p p r o x i m a t e l y  
m a t c h e d .  
E v e n  u s i n g  s u c h  a n  a p p r o a c h  o f  s w e e p i n g  i n  a l l  d i r e c t i o n s  i t  c a n n o t  b e  g u a r a n t e e d  
t h a t  t h e  d o m i n a n t  v e l o c i t y  w i l l  c o n f o r m  t o  o n e  o f  t h e  c o o r d i n a t e  d i r e c t i o n s ,  a n d  
f o r  t h i s  r e a s o n  t h e r e  m a y  b e  c o n s i d e r a b l e  f l o w  t o  g r i d  s k e w n e s s .  T h i s ,  t o g e t h e r  
w i t h  r e g i o n s  o f  h i g h  a x i a l  d i f f u s i o n ,  t h a t  w o u l d  m o s t  c e r t a i n l y  b e  a s s o c i a t e d  w i t h  
s t r o n g l y  r e v e r s i n g  f l o w ,  c a n  l e a d  t o  h i g h  n u m e r i c a l  d i f f u s i o n  i f  s i m p l e  u p w i n d /  c e n t r a l  
d i f f e r e n c i n g  s c h e m e s ,  o f  t h e  t y p e  u s e d  i n  t h e  c u r r e n t  p r o j e c t ,  a r e  e m p l o y e d ,  w i t h o u t  
a  f i n e  e n o u g h  m e s h .  F o r  t h i s  r e a s o n  i t  i s  s u g g e s t e d  t h a t ,  i f  f i n e  e n o u g h  m e s h e s  
c a n n o t  b e  u s e d ,  q u a d r a t i c  u p w i n d  s k e w e d  d i f f e r e n c i n g  s c h e m e s  b e  u s e d ,  o f  t h e  t y p e  
s u g g e s t e d  b y  L e o n a r d  [ 7 8 ]  a n d  R a i t h b y  [ 8 2 ]  
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C o n e l  u s i o n s  .  
F l o w  i n  c o n i c a l  d i f f u s e r s  w i t h  a r e a  r a t i o s  o f  l e s s  t h a n  f o u r ,  i n t e r n a l  a n g l e s  l e s s  t h a n  
1 0 °  a n d  w e a k  s w i r l ,  d e f i n e d  i n  T a b l e  1 . 1  i n  S e c t i o n  1 . 2 ,  m a y  b e  s i m u l a t e d  n u m e r i c a l l y  
u s i n g  a  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m  s o l v i n g  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s  w i t h  a  z e r o  e q u a t i o n  
a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  m o d e l  o f  t u r b u l e n c e .  O n  t h i s  b a s i s  i t  i s  s u g g e s t e d  t h a t  
t h e  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  a n a l y s i s  o f  S e c t i o n  4 . 7  i s  v a l i d  f o r  t h i s  c l a s s  o f  f l o w ,  t h e  
c o n d i t i o n s  a  t o  e  a r e  s a t i s f i e d  a n d  t h e  f l o w  i s  p a r a b o l i c .  F o r  t h i s  r e a s o n  i t  i s  
p o s s i b l e  t o  o b t a i n  s a t i s f a c t o r y  a p p r o x i m a t i o n s  b y  s o l v i n g  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s  
u s i n g  a  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e  [ 1 0 ] .  
I t  i s  s u g g e s t e d  t h a t  t h e  f a c t  t h a t  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s  m a y  b e  s o l v e d  u s i n g  
a  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e  w i t h o u t  t h e  m i n i m u m  m a r c h i n g  s t e p - s i z e  s t a b i l i t y  r e s t r i c -
t i o n  a s s o c i a t e d  w i t h  s o l v i n g  t h e  f u l l  a n d  p a r t i a l l y  r e d u c e d  e q u a t i o n s  u s i n g  a  s i n g l e -
s w e e p  s c h e m e ,  S e c t i o n  6 . 4 ,  i s  t h a t  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s , ( 4 . 2 1 ) ,  ( 4 . 2 3 )  a n d  ( 4 . 2 6 )  
a r e  w e l l - p o s e d  a s  a n  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m  i n  s p a c e .  F o r  t h e  e q u a t i o n s  a n d  g e o m -
e t r y  c o n s i d e r e d  h e r e  t h e  t i m e - l i k e  d i r e c t i o n  i s  t a k e n  t o  b e  t h e  s p h e r i c a l  r a d i u s  o f  
t h e  d i f f u s e r .  T o  s u p p o r t  t h i s  c o n t e n t i o n  a  s y m b o l i c  a n a l y s i s  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  
t h a t  d e m o n s t r a t e s  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s  a r e ,  w h e n  c o n s i d e r e d  l o c a l l y ,  w e l l - p o s e d  
a s  a n  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m ,  S e c t i o n  3 . 5 .  W e  s u g g e s t  t h a t  t h e  l o c a l  r e s u l t s  m a y  
b e  e x t e n d e d  t o  d e s c r i b e  t h e  g l o b a l  b e h a v i o u r  o f  t h e  e q u a t i o n s ,  g i v e n  a p p r o p r i a t e  
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c o n s t r a i n t s  o n  t h e  n o n - l i n e a r  c o e f f i c i e n t s ,  i n  t h i s  c a s e  t h a t  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  i s  e v e r y -
w h e r e  p o s i t i v e  d e f i n i t e .  I f  t h i s  c o n d i t i o n  i s  v i o l a t e d  a t  a n y  p o i n t  i n  t h e  d o m a i n  t h e n  
t h e  e q u a t i o n s  a r e  n o  l o n g e r  w e l l - p o s e d  a n d  i t  i s  e x p e c t e d  t h a t  u n s t a b l e  s o l u t i o n s  
w i l l  r e s u l t .  
T h e  s t a b i l i t y  r e q u i r e m e n t  o b s e r v e d  w h e n  t h e  f u l l  e q u a t i o n s ,  ( 4 . 6 )  t o  ( 4 . 8 ) ,  a n d  
t h e  p a r t i a l l y  r e d u c e d  e q u a t i o n s ,  ( 4 . 2 1 )  t o  ( 4 . 2 3 ) ,  a r e  s o l v e d  u s i n g  a  s i n g l e - s w e e p  
s c h e m e ,  t h a t  t h e  m a r c h i n g  s t e p - s i z e  m u s t  b e  o f  t h e  o r d e r  o f  t h e  c r o s s - s t r e a m  e x t e n t  
o f  t h e  f l o w ,  i s  s u g g e s t e d  t o  b e  t h e  r e s u l t  o f  a t t e m p t i n g  t o  s o l v e  a  p r o b l e m  t h a t  i s  i l l -
p o s e d  a s  a n  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m .  O n c e  a g a i n  t h e  r e s u l t s  
o f  t h e  s y m b o l i c  a n a l y s i s  d e m o n s t r a t e  t h a t  t h e  f u l l  a n d  p a r t i a l l y  r e d u c e d  e q u a t i o n s  
a r e  w h e n  c o n s i d e r e d  l o c a l l y  i l l - p o s e d  a s  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m s ,  S e c t i o n  3 . 5 ,  a n d  o n c e  
a g a i n  w e  e x t e n d  t h i s  l o c a l  r e s u l t  t o  d e s c r i b e  t h e  g l o b a l  b e h a v i o u r  o f  t h e  e q u a t i o n s .  
I f  a  c o n s i s t e n t  n u m e r i c a l  s c h e m e  i s  u s e d  t o  s o l v e  a n  i l l - p o s e d  p r o b l e m ,  t h e n  i t  m u s t  
r e f l e c t  t h i s  i l l - p o s e d n e s s ,  a n d  s e v e r a l  s u c h  c a s e s  h a v e  b e e n  c o n s i d e r e d  i n  C h a p t e r  
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S i n c e  t h e  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m  w i t h  t h e  a l g e b r a i c  e d d y  v i s c o s i t y  m o d e l  o f  
t u r b u l e n c e  i s  t h e  s i m p l e s t  o f  t h e  c o d e s  d e v e l o p e d  i n  t h e  c u r r e n t  p r o j e c t ,  a n d  i n  
c o m p u t a t i o n a l  t e r m s  i s  t h e  m o s t  e f f i c i e n t ,  i t  i s  s u g g e s t e d  t h a t  i t  s h o u l d  b e  t h e  c o d e  
o f  c h o i c e  w h e n  a t t e m p t i n g  t o  s i m u l a t e  w e a k l y  s w i r l i n g  f l o w  i n  n a r r o w  d i f f u s e r s .  
I n  t h e  c a s e  o f  n o n - s w i r l i n g  f l o w  i n  d i f f u s e r s  o f  g r e a t e r  t h a n  1 0 °  d e g r e e s  i n t e r -
n a l  a n g l e  t h e  a p p e a r a n c e  o f  a  r e g i o n  o f  s e p a r a t i o n  a t  t h e  w a l l  p r e c l u d e s  t h e  u s e  
o f  a  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e .  T o  p r e v e n t  t h e  a p p e a r e n c e  o f  t h i s  s e p a r a t i o n  r e q u i r e s  
t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  m o d e r a t e  s w i r l .  S u c h  a  l e v e l  o f  s w i r l  w i l l  p r e v e n t  t h e  s e p -
a r a t i o n  a t  t h e  w a l l ,  b u t  w i l l  l e a d  t o  t h e  a p p e a r a n c e  o f  r e g i o n s  o f  r e v e r s e  f l o w  i n  
t h e  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  e v e n  t h o u g h  s u c h  r e g i o n s  d o  n o t  a p p e a r  p h y s i c a l l y ,  w h e n  
t h e  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e  i s  u s e d .  S i m i l a r l y  i f  t h e  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e  i s  u s e d  w i t h  
m o d e r a t e l y  s w i r l i n g  f l o w  i n  a  d i f f u s e r  o f  l e s s  t h a n  1 0 °  n o n - p h y s i c a l  r e g i o n s  o f  r e v e r s -
i n g  f l o w  w i l l  a p p e a r  i n  t h e  n u m e r i c a l  s o l u t i o n .  T h i s  s u g g e s t s  e i t h e r  t h e  r e d u c e d  
e q u a t i o n s  a r e  n o t  a  s a t i s f a c t o r y  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  f u l l  e q u a t i o n s ,  a n d  t h e r e f o r e  
t h e  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  a n a l y s i s  i s  w r o n g ,  o r  t h e  n u m e r i c a l  s c h e m e  i s  n o t  a c c u r a t e l y  
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r e p r e s e n t i n g  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s .  A t t e m p t i n g  t o  r e d u c e  t h e  m e s h  s i z e  s u f f i c i e n t l y  
t o  i m p r o v e  t h e  a c c u r a c y ,  i f  t h a t  i s  t h e  p r o b l e m ,  h a s  n o t  r e m o v e d  t h i s  s p u r i o u s  r e v e r -
s a l .  A l t h o u g h  a  q u a s i - m u l t i - s w e e p  s c h e m e  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  c a p a b l e  o f  s o l v i n g  
t h e  p a r t i a l l y  r e d u c e d  e q u a t i o n s  a n d  s i m u l a t i n g  e l l i p t i c  f l o w  i n  w h i c h  t h e  e l l i p t i c -
i t y  i s  c o n f i n e d  t o  t h e  p r e s s u r e  f i e l d ,  i t  h a s  b e e n  f o u n d  t h a t  s u c h  a  s c h e m e  i s  n o t  
c a p a b l e  o f  d e a l i n g  w i t h  t h e  s i t u a t i o n  d e s c r i b e d  a b o v e .  F o r  t h e s e  f l o w s  i t  h a s  b e e n  
f o u n d  n e c e s s a r y  t o  u s e  a  m u l t i - s w e e p  a p p r o a c h  o f  t h e  t y p e  d e s c r i b e d  i n  C h a p t e r  
5 ,  i n  w h i c h  t h e  b a s i c  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m  i s  e m b e d d e d  i n  a  m u l t i - s w e e p  s c h e m e .  
W h e n  t h i s  i s  d o n e  i t  i s  f o u n d  t h a t  t h e  u s e  o f  u n d e r - r e l a x a t i o n  t o g e t h e r  w i t h  t h e  
a b i l i t y  t o  c e n t r e  t h e  n o n - l i n e a r  t e r m s ,  r a t h e r  t h a n  p r o j e c t  t h e m ,  a n d  f o r w a r d  d i f f e r -
e n c e  t h e  a x i a l  p r e s s u r e  g r a d i e n t ,  r e m o v e s  t h e  a p p e a r a n c e  o f  t h e  s p u r i o u s  r e v e r s a l  i n  
t h e  c o n v e r g e d  s o l u t i o n ,  h o w e v e r  i t  h a s  b e e n  o b s e r v e d  t h a t  b e f o r e  c o n v e r g e n c e  t h e  
n u m e r i c a l  s o l u t i o n  h a s  t r a n s i e n t l y  r e v e r s i n g  r e g i o n s .  
I t  i s  p o s s i b l e  t h a t  a l t h o u g h  t h e  m u l t i - s w e e p  a l g o r i t h m  i s  r e q u i r e d  t o  e n a b l e  s t a b l e  
s o l u t i o n s  t o  b e  o b t a i n e d ,  g o o d  r e s u l t s  m a y  s t i l l  b e  o b t a i n e d  b y  u s i n g  t h a t  a l g o r i t h m  
t o  s o l v e  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s ,  w i t h  a n  a c c o m p a n y i n g  i n c r e a s e  i n  c o m p u t a t i o n a l  
e f f i c i e n c y .  T h i s  i s  t h e  c a s e  i f ,  a l t h o u g h  t h e  f l o w  i s  n o t  p a r a b o l i c ,  t h e  o r d e r - o f -
m a g n i t u d e  a n a l y s i s  i s  s t i l l  v a l i d .  
O n  t h i s  b a s i s  i t  i s  s u g g e s t e d  t h a t  t h e  p r i m a r y  r e a s o n  f o r  u s i n g  a  m u l t i - s w e e p  
s c h e m e  i s  t h e  o c c u r e n c e  o f  r e g i o n s  o f  r e v e r s e d  f l o w  i n  t h e  s o l u t i o n ,  e i t h e r  a s  a  
c o r r e c t  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  p h y s i c a l  f l o w ,  o r  i n  t h e  c a s e  o f  m o d e r a t e l y  s w i r l i n g  n o n -
r e v e r s i n g  f l o w ,  a s  a  r e s u l t  o f  a n  i n a c c u r a c y  i n  t h e  n u m e r i c a l  s c h e m e  t h a t  c a n n o t  b e  
r e m o v e d  b y  u s e  o f  a  s m a l l e r  m a r c h i n g  s t e p - s i z e .  S u c h  f l o w s  a r e  s a i d  t o  b e  p h y s i c a l l y  
e l l i p t i c  e v e n  t h o u g h ,  a s  i s  t h e  c a s e  w i t h  t h e  S o  f l o w  i n  C h a p t e r  7 ,  t h e y  m a y  b e  
a p p r o x i m a t e d  s a t i s f a c t o r i l y  u s i n g  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s .  
F o r  d i f f u s e r s  o f  a n g l e  g r e a t e r  t h a n  2 0 °  t h e  l e v e l  o f  s w i r l  r e q u i r e d  t o  p r e v e n t  s e p a -
r a t i o n  a t  t h e  w a l l  i s  s u c h  t h a t  i t  w i l l  l e a d  t o  r e v e r s a l  a t  t h e  a x i s ,  a n d  i t  i s  i m p o s s i b l e  
b y  t h e  i n c l u s i o n  o f  s w i r l  t o  o b t a i n  a  f l o w  w i t h o u t  a  r e g i o n  o f  s e p a r a t i o n  o r  r e v e r s a l  
s o m e w h e r e .  I f  t h e  p r e s e n t  m u l t i - s w e e p  s c h e m e  i s  u s e d  t o  s i m u l a t e  s u c h  f l o w s  t h e  
a p p e a r e n c e  o f  r e v e r s i n g  a x i a l  v e l o c i t y  a t  t h e  c o m p u t a t i o n a l  e x i t  l e a d s  t o  i n s t a b i l i t y .  
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T o  s i m u l a t e  s u c h  f l o w s  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  e i t h e r  d e v e l o p  d i f f e r e n t  c o m p u t a t i o n a l  p r o -
c e d u r e s ,  o r  t o  p l a c e  a  t a i l p i p e  o n  t h e  d i f f u s e r  t o  e n s u r e  t h e  c o m p u t a t i o n a l  e x i t  i s  a  
g e n u i n e  o u t l e t  b o u n d a r y .  
F o r  t h e  m o d e r a t e l y  s w i r l i n g  f l o w s  c o n s i d e r e d  w i t h  l a r g e r  d i f f u s e r  a n g l e s ,  C h a p t e r  
7 ,  i t  i s  f o u n d  t h e  a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  m o d e l  n o  l o n g e r  p r o v i d e s  s t a b l e  s o l u t i o n s ,  
a n d  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  u s e  o n e  o f  t h e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  o r  k  - €  m o d e l s  t o  
e n a b l e  s t a b l e  s o l u t i o n s  t o  b e  o b t a i n e d .  I t  a p p e a r s  t h e  r e a s o n  t h e  a l g e b r a i c  e d d y -
v i s c o s i t y  f o r m u l a t i o n  l e a d s  t o  u n s t a b l e  s o l u t i o n s  i s  t h a t  i t  p r e d i c t s  a n  e d d y - v i s c o s i t y  
t h a t  i s  t o o  s m a l l .  
T o  e n a b l e  c o m p a r i s o n  a n d  d e v e l o p e m e n t  o f  t u r b u l e n c e  m o d e l s  f o r  s w i r l i n g  d i f -
f u s e r  f l o w s  i t  i s  e s s e n t i a l  t h a t  a  s u i t a b l e  s e t  o f  e x p e r i m e n t a l  d a t a  i s  a v a i l a b l e .  T h i s  
d a t a  m u s t  c o n s i s t  o f  d e t a i l e d  m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  i n l e t  p r o f i l e s ,  b o t h  m e a n  a n d  
t u r b u l e n t ,  a n d  p r o f i l e s  a t  s e v e r a l  a x i a l  l o c a t i o n s  i n  t h e  d i f f u s e r .  O f  t h o s e  d a t a  s e t s  
c o n s i d e r e d  i n  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n  o n l y  t h e  C l a u s e n  ( S e c t i o n  7 . 2 ) ,  a n d  O k w u o b i  
a n d  A z a d  ( S e c t i o n  7 . 3 ) ,  d a t a  s e t s  p r e s e n t e d  t h e  r e s u l t s  i n  s u f f i c i e n t  d e t a i l  f o r  c o n c l u -
s i o n s  a b o u t  t h e  r e l a t i v e  m e r i t s  o f  t h e  t u r b u l e n c e  m o d e l s  t o  b e  d r a w n .  T h e  f o l l o w i n g  
c o n c l u s i o n s  a r e  t h e r e f o r e  b a s e d  p r i m a r i l y  o n  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  f o r  t h e s e  f l o w s .  
I t  i s  s u g g e s t e d  t h a t  t o  o b t a i n  s a t i s f a c t o r y  p r e d i c t i o n s  f o r  t h e  m e a n  f l o w  w h e n  
m o d e r a t e  s w i r l  i s  p r e s e n t  t h e  s t a n d a r d  k  - €  m o d e l  i s  n o t  s a t i s f a c t o r y ,  a n d  t h e  
R i c h a r d s o n  n u m b e r  c o r r e c t i o n  u s e d  i n  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n ,  a l t h o u g h  i t  l e a d s  
t o  s o m e  i m p r o v e m e n t ,  i s  n o t  a d e q u a t e .  F u r t h e r  a d - h o c  m o d i f i c a t i o n s  c o u l d  b e  m a d e  
t o  i m p r o v e  t h e  k  - €  m o d e l  f o r  t h e s e  f l o w s ,  b u t  i t  i s  f e l t  t h a t  t h e  u s e  o f  a  R e y n o l d s  
s t r e s s  m o d e l  i s  a  m o r e  s a t i s f a c t o r y  a p p r o a c h .  T h e  r e a s o n  t h e  k  - €  m o d e l  g i v e s  
u n s a t i s f a c t o r y  p r e d i c t i o n s  i s  t h a t  i t  p r e d i c t s  a n  e d d y - v i s c o s i t y  t h a t  i s  m u c h  l a r g e r  
t h a n  t h e  e x p e r i m e n t a l  a x i a l  e d d y - v i s c o s i t y ,  w h i c h  i s  a p p a r e n t l y  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  
o f  t h e  t w o  c o n s i d e r e d ,  t h e  R i c h a r d s o n  c o r r e c t i o n  f a c t o r  i m p r o v e s  t h i s  b y  r e d u c i n g  
t h e  e d d y - v i s c o s i t y ,  p r i m a r i l y  b y  i n c r e a s i n g  t h e  d i s s i p a t i o n .  
T h e  t w o  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l s  u s e d  i n  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n  b o t h  
p r o v i d e  b e t t e r  p r e d i c t i o n  o f  t h e  m e a n  f l o w  q u a n t i t i e s  t h a n  t h e  k  - €  m o d e l s .  O f  t h e  
t w o  t h e  A R S  i s  p r e f e r r e d  f o r  t h e  f o l l o w i n g  r e a s o n s .  I t  g i v e s  a  b e t t e r  p r e d i c t i o n  f o r  
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t h e  e d d y - v i s c o s i t i e s ,  p r o v i d i n g  a  m o r e  a c c u r a t e  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  a x i a l  v i s c o s i t y  
t h a n  t h e  A R S + F P ,  w h i c h  a c t u a l l y  p r e d i c t s  t h e  a n i s o t r o p y  i n  t h e  w r o n g  d i r e c t i o n .  
T h e  A R S + F P  m o d e l  h a s  a  s e r i o u s  p r o b l e m  w i t h  o v e r e s t i m a t i n g  t h e  c o r e  v a l u e s  o f  
k ,  u u  a n d  ' i l W ,  w h i c h  a p p e a r s  t o  b e  t h e  r e s u l t  o f  t h e  i n c l u s i o n  o f  t h e  f a l s e  p r o d u c -
t i o n  t e r m s  l e a d i n g  t o  t o o  m u c h  p r o d u c t i o n .  T h e  A R S  m o d e l  i s  c o r d i n a t e  s y s t e m  
i n d e p e n d e n t .  
T h e  r e s u l t s  f o r  t h e  e d d y - v i s c o s i t i e s  a r e  v e r y  d i s s a p p o i n t i n g ,  w i t h  t h e  a n i s o t r o p y  
b a s i c a l l y  n o t  b e i n g  p r e d i c t e d  a t  a l l  b y  e i t h e r  t h e  A R S  o r  t h e  A R S + F P  m o d e l s .  
S i n c e  p r e d i c t i o n  o f  t h e  a n i s o t r o p y  i s  t h e  m a i n  r e a s o n  f o r  u s i n g  t h e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  
s t r e s s  m o d e l s ,  t h i s  i s  u n f o r t u n a t e .  T h e y  d o  a p p e a r  t o  b e t t e r  p r e d i c t  t h e  e f f e c t  o f  
t h e  s w i r l  o n  d a m p e n i n g  t h e  l e v e l  o f  t u r b u l e n c e ,  t h a n  t h e  k  - €  m o d e l .  
I t  i s  s u g g e s t e d  t h a t  t o  d e t e r m i n e  i f  t h e  a l g e b r a i c  a p p r o x i m a t i o n  m a y  b e  l e a d i n g  
t o  l o s s  o f  t h e  a n i  s o t  r o p y ,  a n d  t o  d e t e r m i n e  w h i c h  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  a p p r o a c h  
i s  r e a l l y  b e t t e r ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  c o m p a r e  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  a l g e b r a i c  
f o r m u l a t i o n s  t o  t h o s e  o b t a i n e d  u s i n g  a  f u l l  R e y n o l d s  s t r e s s  f o r m u l a t i o n .  
E v e n  w o r s e  t h a n  t h e  p o o r  p r e d i c t i o n  o f  t h e  a n i s o t r o p y  i s  t h e  g r o s s  i n a d e q u a c y  
e v i d e n t  i n  a l l  t h e  t u r b u l e n c e  m o d e l s  a t  p r e d i c t i n g  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  n e a r - w a l l  
p e a k  i n  t h e  t u r b u l e n c e  q u a n t i t i e s .  T h i s  f a i l i n g  i s  c o m m o n  t o  a l l  t h e  m o d e l s  t e s t e d ,  
a n d  t h e r e f o r e  i s  m o s t  l i k e l y  t o  a r i s e  i n  t h e  k  a n d / o r  €  e q u a t i o n s .  W e  s u g g e s t  t h a t  
f o r  t h e  O k w u o b i  a n d  A z a d  f l o w ,  S e c t i o n  7 . 3 ,  t h e  i n a c c u r a c y  o f  t h e  l o c a l  e q u i l i b r i u m  
a s s u m p t i o n  l e a d s  t o  t o o  s m a l l  a  k  b e i n g  o b t a i n e d  a s  a  b o u n d a r y  v a l u e  n e a r  t h e  w a l l ,  
a n d  a  t o o  l a r g e  d i f f u s i o n  t e r m  l e a d s  t o  t h e  c u r v a t u r e  o f  k  b e i n g  t o o  s m a l l .  B o t h  
t h e s e  t h i n g s  l e a d  t o  t h e  p e a k  b e i n g  s e r i o u s l y  u n d e r e s t i m e a t e d .  
F o r  t h e  C l a u s e n  f l o w ,  S e c t i o n  7 . 2 ,  i t  h a s  b e e n  f o u n d  t h a t ,  o n c e  a g a i n  t h e  l o c a l  
e q u i l i b r i u m  a s s u m p t i o n  a p p e a r s  t o  b e  g i v i n g  i n a c c u r a t e  b o u n d a r y  v a l u e s  f o r  k ,  
b u t  i n  t h i s  c a s e  n o  i m p r o v e m e n t  i s  o b t a i n e d  b y  a d j u s t i n g  t h e  d i f f u s i o n  t e r m .  I t  i s  
s u g g e s t e d  t h a t  f o r  t h i s  f l o w  t h e  s w i r l  k e e p s  t h e  p e a k  c l o s e  e n o u g h  t o  t h e  w a l l  s o  
t h a t  i n c o r r e c t  m o d e l l i n g  o f  t h e  d i f f u s i o n  t e r m  d o e s  n o t  p l a y  s u c h  a n  i m p o r t a n t  p a r t  
w h e n  w a l l  f u n c t i o n s  a r e  b e i n g  u s e d .  
I t  w o u l d  a t  f i r s t  a p p e a r  t h a t  t h e  a n s w e r  a t  l e a s t  i n  p a r t  i s  t o  i n t e g r a t e  t h e  k  
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a n d  €  e q u a t i o n s  t o  t h e  w a l l .  I f  t h i s  i s  d o n e  i t  i s  t h o u g h t  t h a t ,  a l t h o u g h  t h e  l o c a l  
e q u i l i b r i u m  a s s u m p t i o n  w o u l d  n o  l o n g e r  b e  c a u s i n g  d i f f i c u l t i e s ,  t h e  p o o r  m o d e l l i n g  
o f  t h e  d i f f u s i o n  t e r m  w o u l d  s t i l l  l e a d  t o  p o o r  p r e d i c t i o n s .  N o n e t h e l e s s  i f  s u i t a b l e  
m o d i f i c a t i o n s  t o  t h e  d i f f u s i o n  t e r m  c a n  b e  m a d e ,  a n d  a  s u f f i c i e n t l y  p o w e r f u l  c o m -
p u t e r  i s  a v a i l a b l e  t o  h a n d l e  t h e  n e c e s s a r y  i n c r e a s e  i n  g r i d  p o i n t s  i n  t h e  n e a r - w a l l  
r e g i o n ,  t h i s  i s  p r o b a b l y  t h e  b e s t  a p p r o a c h .  
9 . 1  S u m m a r y  
R e s u l t s  o f  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n  i n d i c a t e  t h a t  i t  i s  p o s s i b l e  t o  s i m u l a t e  t h e  m e a n  
f l o w  i n  t u r b u l e n t  s w i r l i n g  c o n i c a l  d i f f u s e r  f l o w  w i t h  a c c e p t a b l e  a c c u r a c y .  I t  i s  s u g -
g e s t e d  t h a t  t h e  b e s t  t u r b u l e n c e  m o d e l  o f  t h o s e  c o n s i d e r e d  i s  t h e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  
s t r e s s  m o d e l  w i t h o u t  t h e  i n c l u s i o n  o f  t h e  f a l s e  p r o d u c t i o n  t e r m s  g i v e n  i n  S e c t i o n  
4 . 4 .  F o r  t h e  f l o w s  c o n s i d e r e d  i n  n a r r o w  d i f f u s e r s ,  w i t h  b o t h  w e a k  a n d  m o d e r a t e  
s w i r l ,  t h e  a l g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  m o d e l  p r o v i d e d  q u i t e  g o o d  p r e d i c t i o n s .  F o r  
t h e  w i d e r  a n g l e  d i f f u s e r s  i t  h a s  n o t  b e e n  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  s o l u t i o n s  u s i n g  t h e  a l -
g e b r a i c  e d d y - v i s c o s i t y  m o d e l .  A d d i t i o n a l l y  i t  s e e m s  h i g h l y  l i k e l y  t h a t  t h e  s i m p l e  
c o n s t a n t  e d d y - v i s c o s i t y  i n  t h e  c o r e  r e g i o n  a p p r o a c h ,  t h a t  i s  u s e d  i n  t h e  a l g e b r a i c  
e d d y - v i s c o s i t y  m o d e l ,  c o u l d  s i m u l a t e  t h e  t u r b u l e n c e  p r e s e n t  i n  t h e  w i d e r  a n g l e  d i f -
f u s e r  f l o w s .  
I t  i s  s u g g e s t e d  t h a t  f o r  f u r t h e r  d e v e l o p e m e n t  a n d  s a t i s f a c t o r y  p r e d i c t i o n  o f  t h e s e  
f l o w s  i t  i s  e s s e n t i a l  t o  h a v e  d e t a i l e d  i n l e t  p r o f i l e  m e a s u r e m e n t s ,  t o  e n a b l e  t h e  d e -
p e n d e n t s  v a r i a b l e s  t o  b e  p r o p e r l y  s e t .  I t  h a s  b e e n  f o u n d  t h a t ,  p a r t i c u l a r l y  i n  t h e  
f l o w s  o f  S o  a n d  S e n o o ,  t h e  s o l u t i o n  i s  v e r y  s e n s i t i v e  t o  t h e  i n i t i a l  p r o f i l e s .  
9 . 2  R e c o m m e n d a t i o n s  f o r  F u r t h e r  W o r k  
F u r t h e r  w o r k  i n  t h i s  a r e a  m a y  b e  s u m m e d  u p  a s  f o l l o w s .  T o  e n a b l e  f l o w  i n  n o n -
c o n i c a l  d i f f u s e r s  t o  b e  p r e d i c t e d  a  g e n e r a l i z e d  d o m a i n  c o n f o r m i n g  c o o r d i n a t e  s y s t e m  
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i s  r e q u i r e d .  A l l  t h e  e q u a t i o n s  n e c e s s a r y  h a v e  b e e n  d e r i v e d  i n  c o o r d i n a t e  f r e e  t e n s o r  
n o t a t i o n  f o r  t h i s  r e a s o n .  
I t  i s  s u g g e s t e d  t h a t ,  d u e  t o  t h e  p r o b l e m s  e n c o u n t e r e d  i n  a p p r o x i m a t i n g  t h e  c o n -
v e c t i v e  t e r m s  u s i n g  t h e  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  t u r b u l e n c e  m o d e l ,  t h a t  i t  i s  b e t t e r  
t o  c o n t i n u e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  t u r b u l e n c e  m o d e l  a t  t h e  l e v e l  o f  t h e  f u l l  s t r e s s  e q u a -
t i o n s ,  t h e n  p o s s i b l y  s t e p p i n g  b a c k  t o  t h e  a l g e b r a i c  v e r s i o n  t o  o b t a i n  g r e a t e r  c o m p u -
t a t i o n a l  e f f i c i e n c y .  F u r t h e r  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  l o c a l  e q u i l i b r i u m  r e l a t i o n  u s e d  t o  
o b t a i n  k  a t  t h e  n e a r  w a l l  p o i n t  i s  r e q u i r e d . I t  i s  s u g g e s t e d  t h a t  i n i t i a l l y  s p e c i f y i n g  a  
l o c a l  v a l u e  o f  K ; ,  t h e  v o n  K a r i n a n  c o n s t a n t ,  b a s e d  o n  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s ,  w i l l  g i v e  
g u i d a n c e  a s  t o  w h e t h e r  t h i s  i s  a  p o s s i b l e  m e a n s  o f  o b t a i n i n g  i m p r o v e d  p r e d i c t i o n s  
f o r  t h e  n e a r  w a l l  t u r b u l e n c e  q u a n t i t i e s .  I f  s u c h  a n  a p p r o a c h  d o e s  s e e m  t o  y i e l d  
i m p r o v e d  p r e d i c t i o n s ,  i t  m a y  t h e n  b e  p o s s i b l e  t o  f o r m u l a t e  a  f u n c t i o n a l  m e a n s  o f  
r e l a t i n g  K ;  t o  t h e  d e g r e e  o f  s e p a r a t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  S i m i l a r l y  f u r t h e r  w o r k  
i s  r e q u i r e d  t o  i m p r o v e  t h e  m o d e l l i n g  o f  t h e  k  d i f f u s i o n  t e r m .  I t  i s  s u g g e s t e d  t h a t ,  
a s  t h i s  i n a c c u r a c y  i s  b e c o m i n g  e v i d e n t  i n  r e g i o n s  o f  h i g h  m e a n  v e l o c i t y  g r a d i e n t s ,  
i t  m a y  b e  p o s s i b l e  t o  r e l a t e  t h e  d i f f u s i o n  o f  k  m o r e  d i r e c t l y  t o  t h e  m e a n  v e l o c i t i e s .  
F o r  c o m p l e x  t h r e e  d i m e n s i o n a l  f l o w s  w i t h  h i g h  r e c i r c u l a t i o n  r e g i o n s  i t  w i l l  p r o b -
a b l y  b e  n e c e s s a r y  t o  d e v e l o p  s c h e m e s  t h a t  a r e  s t r o n g l y  c o u p l e d  i n  t h e  r a d i a l  d i -
r e c t i o n ,  b y  s w e e p i n g  i n  t h e  r a d i a l  d i r e c t i o n  a s  w e l l  a s  t h e  a x i a l  d i r e c t i o n ,  a n d / o r  
u s i n g  b l o c k  t r i d i a g a o n a l  s o l v e r s .  S u c h  f l o w s  w i l l  a l m o s t  c e r t a i n l y  r e q u i r e  t h e  u s e  
o f  s k e w e d  d i f f e r e n c i n g  s c h e m e s ,  a n d  i f  s u f f i c i e n t l y  f i n e  m e s h e s  c a n n o t  b e  u s e d ,  t h e  
u s e  o f  q u a d r a t i c  u p w i n d  d i f f e r e n c i n g .  
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t i o n :  I m p e r i a l  C o l l e g e ,  D e p t .  M e c h  E n g . ,  R e p o r t  ( T M / T N /  A / 1 6 ) ( 1 9 6 8 »  
[ 3 4 ]  S p a l d i n g  D . B .  ( 1 9 7 1 ) :  T h e  K W  m o d e l  o f  t u r b u l e n c e ,  I m p e r i a l  C o l l e g e ,  D e p t .  
M e c h .  E n g . ,  R e p o r t ( T M / T N  /  A / 1 6 ) .  
[ 3 5 ]  S a f f m a n  P . G .  ( 1 9 7 0 ) :  A  m o d e l  f o r  i n h o m o g e n e o u s  t u r b u l e n t  f l o w ,  P r o c .  R o y a l  
S o c ,  S e r  A ,  3 1 7 ,  p  4 1 7 .  
[ 3 6 ]  L a u n d e r  B . E .  a n d  S p a l d i n g  D . B .  ( 1 9 7 4 ) :  T h e  n u m e r i c a l  c o m p u t a t i o n  o f  t u r -
b u l e n t  f l o w ,  C o m p .  i n  A p p l d .  M e c h .  a n d  E n g . ,  3 ,  p  2 6 9 .  
[ 3 7 ]  A r m f i e l d  S . W .  a n d  F l e t c h e r  C . A . J .  ( 1 9 8 5 b ) :  S i m u l a t i o n  o f  i n t e r n a l  s w i r l i n g  
f l o w  u s i n g  m i x i n g  l e n g t h  a n d  k  - €  t u r b u l e n c e  m o d e l s , P r o c .  I n t .  S y m p .  C o m p .  
F l u i d  D y n .  i n  T o k y o  ( E d .  K .  O s h i m a ) ,  N o r t h  H o l l a n d ,  A m s t e r d a m ,  1 9 8 6 ,  p p  
7 4 0 - 7 5 1  
[ 3 8 ]  A r m f i e l d  S . W .  a n d  F l e t c h e r  C . A . J .  ( 1 9 8 6 a ) :  P r e s s u r e  r e l a t e d  i n s t a b i l i t i e s  
o f  r e d u c e d  N  a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  ,  C o m m u n i c a t i o n s  i n  A p p l i e d  N u m e r i c a l  
M e t h o d s ,  2 ,  p p  3 7 7 - 3 8 3 .  
[ 3 9 ]  L e s c h z i n e r  M . A .  a n d  R o d i  W .  ( 1 9 8 4 ) :  C o m p u t a t i o n  o f  s t r o n g l y  s w i r l i n g  a x -
i s y m m e t r i c  f r e e  j e t s .  A l A  A  J o u r n a l ,  2 2 ,  p p  1 7 4 2 - 1 7 4 7 .  
B I B L I O G R A P H Y  
1 8 1  
[ 4 0 ]  L a u n d e r  B . E . , P r i d d i n  C . H .  a n d  S h a r m a  B . I .  ( 1 9 7 7 ) :  T h e  c a l c u l a t i o n  o f  t u r -
b u l e n t  b o u n d a r y  l a y e r s  o n  s p i n n i n g  a n d  c u r v e d  s u r f a c e s ,  A S M E  J o u r n a l  o f  
F l u i d s  E n g i n e e r i n g ,  M a r c h  1 9 7 7 ,  p p  2 3 1 - 2 3 9 .  
[ 4 1 ]  L i l l e y  D .  ( 1 9 7 3 ) :  P r e d i c t i o n  o f  i n e r t  t u r b u l e n t  s w i r l  f l o w s ,  A I A A  J o u r n a l ,  1 1 ,  
p p  9 5 5 - 9 6 0 .  
[ 4 2 ]  L a u n d e r  G . E .  ,  R e e c e  G . J .  a n d  R o d i  W .  ( 1 9 7 5 ) :  P r o g r e s s  i n  t h e  d e v e l o p m e n t  
o f  a  R e y n o l d s  s t r e s s  t u r b u l e n c e  c l o s u r e ,  J . F l u i d  M e c h . ,  6 8 ,  p p  5 3 7 - 5 6 6 .  
[ 4 3 ]  L a u n d e r  B .  a n d  M o r s e  A .  ( 1 9 7 9 ) :  N u m e r i c a l  p r e d i c t i o n  o f a x i s y m m e t r i c  f r e e  
s h e a r  f l o w s  w i t h  a  R e y n o l d s  s t r e s s  c l o s u r e ,  T u r b u l e n t  S h e a r  F l o w s  V .  1 ( e d .  F .  
D u r s t  e t .  a l . ) ,  S p r i n g e r  V e r l a g ,  p p  2 7 9 - 2 9 4 .  
[ 4 4 ]  G i b s o n  M . M .  a n d  Y o u n i s  B . A .  ( 1 9 8 6 ) :  C a l c u l a t i o n  o f  s w i r l i n g  j e t s  w i t h  a  
R e y n o l d s  s t r e s s  c l o s u r e ,  P h y s .  F l u i d s ,  2 9 ,  p p  3 8 - 4 8 .  
[ 4 5 ]  N a o t  D .  a n d  R o d i  W .  ( 1 9 8 1 ) :  A p p l i c a b i l i t y  o f  a l g e b r a i c  m o d e l s  b a s e d  o n  u n i -
d i r e c t i o n a l  f l o w  t o  d u c t  f l o w  w i t h  l a t e r a l  m o t i o n ,  I n t .  J o u r n a l  N u m .  M e t h o d s  
i n  F l u i d s ,  1 ,  p p  2 2 5 - 2 3 5 .  
[ 4 6 ]  K o o s i n l i n  M . L .  a n d  L o c k w o o d  F . C .  ( 1 9 7 4 ) :  T h e  p r e d i c t i o n  o f a x i s y m m e t r i c  
t u r b u l e n t  s w i r l i n g  b o u n d a r y  l a y e r s ,  A I A A  J o u r n a l ,  1 2 ,  p p  5 4 7 - 5 5 4 .  
[ 4 7 ]  H a h  C .  ( 1 9 8 3 ) : C a l c u l a t i o n  o f  v a r i o u s  d i f f u s e r  f l o w s  w i t h  i n l e t  s w i r l  a n d  i n l e t  
d i s t o r t i o n  e f f e c t s ,  A l A  A  J o u r n a l ,  2 1 ,  p p  1 1 2 7 - 1 1 3 3 .  
[ 4 8 ]  T r u e l o v e  J .  ( 1 9 8 6 ) :  C a l c u l a t i o n  o f  s t r o n g l y  s w i r l i n g  j e t  f l o w s ,  9 t h .  A u s t r a l a s i a n  
F l u i d  M e c h a n i c s  C o n f . ,  p p  4 9 2 - 4 9 5 .  
[ 4 9 ]  A r m f i e l d  S . W .  a n d  F l e t c h e r  C . A . J .  ( 1 9 8 5 a ) :  A  c o m p a r i s o n  o f  s i n g l e  a n d  m u l t i -
s w e e p  t e c h n i q u e s  f o r  r e d u c e d  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s ,  C o m p .  T e c h .  a n d  A p p l .  
C T A C  8 5  ( E d s .  J  N o y e  a n d  R .  M a y ) ,  N o r t h  H o l l a n d ,  A m s t e r d a m ,  1 9 8 6 ,  p p  
4 3 1 - 4 4 2 .  
B I B L I O G R A P H Y  
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[ 5 0 ]  Y a s c h i n  D .  ,  I s r a e l i  M .  a n d  W o l f s h t i e n  M .  ( 1 9 8 4 ) :  N u m e r i c a l  s o l u t i o n  o f  
t h e  p a r a b o l i z e d  t h r e e - d i m e n s i o n a l  s t e a d y  f l o w  i n  a x i a l l y  s y m m e t r i c  p i p e s ,  i n  
J . N o y e  a n d  C . F l e t c h e r  ( e d s ) ,  C o m p u t a t i o n a l  T e c h n i q u e s  a n d  A p p l i c a t i o n s ,  
C T A C - 8 3 ,  N o r t h  H o l l a n d ,  1 9 8 4 ,  p p  5 3 3 - 5 5 2 .  
[ 5 1 ]  P a t e l  C .  ,  R o d i  W .  a n d  S c h e u r e r  G .  ( 1 9 8 5 ) :  T u r b u l e n c e  m o d e l s  f o r  n e a r  w a l l  
a n d  l o w  R e y n o l d s  n u m b e r  f l o w s ,  A I A A ,  2 3 ,  p p  1 3 0 8 - 1 3 1 9 .  
[ 5 2 ]  A n d e r s o n  D . L .  ( 1 9 7 4 ) :  C a l c u l a t i o n  o f  i n t e r n a l  v i s c o u s  f l o w s  i n  a x i s y m m e t r i c  
d u c t s  a t  m o d e r a t e  o r  h i g h  R e y n o l d s  n u m b e r ,  C o m p .  a n d  F l u i d s ,  8 ,  p p  3 9 1 - 4 1 1 .  
[ 5 3 ]  B r i l e y  W . R .  a n d  M c D o n a l d  H .  ( 1 9 8 4 ) :  T h r e e  d i m e s i o n a l  v i s c o u s  f l o w s  w i t h  
l a r g e  s e c o n d a r y  v e l o c i t y , J .  F l u i d  M e c h . ,  1 4 4 ,  p p  4 7 - 7 7 .  
[ 5 4 ]  B a k e r  A .  a n d  O r z e c h o w s k i  J .  ( 1 9 8 3 ) :  A n  i n t e r a c t i o n  a l g o r i t h m  f o r  t h r e e  d i -
m e n s i o n a l  t u r b u l e n t  s u b s o n i c  a e r o d y n a m i c  j u n c t u r e  r e g i o n  f l o w ,  A I A A  J o u r -
n a l ,  2 1 ,  p p  5 2 4 - 5 3 3 .  
[ 5 5 ]  P r a t a p  V . S .  a n d  S p a l d i n g  D . B .  ( 1 9 7 6 ) :  F l u i d  f l o w  a n d  h e a t  t r a n s f e r  i n  t h r e e  
d i m e n s i o n a l  d u c t  f l o w s ,  I n t .  J .  H e a t  a n d  M a s s  T r a n s f e r ,  1 9 ,  p p  1 1 8 3 - 1 1 8 8 .  
[ 5 6 ]  R u b i n  S . G .  a n d  L i n  A .  ( 1 9 8 0 ) :  M a r c h i n g  w i t h  t h e  p a r a b o l i z e d  N a v i e r - S t o k e s  
e q u a t i o n s ,  I s r a e l  J .  o f  T e c h . ,  1 8 ,  p p  2 1 - 2 3 .  
[ 5 7 ]  A r i s  R .  ( 1 9 6 2 )  : V e c t o r s  a n d  T e n s o r s  a n d  t h e  B a s i c  E q u a t i o n s  o f  F l u i d  M e -
c h a n i c s , P r e n t i c e  H a l l .  
[ 5 8 ]  N a o t  D .  ,  S h a v i t  A .  a n d  W o l f s h t i e n  M .  ( 1 9 7 0 ) :  I n t e r a c t i o n s  b e t w e e n  c o m p o -
n e n t s  o f  t h e  t u r b u l e n t  v e l o c i t y  c o r r e l a t i o n  t e n s o r  d u e  t o  p r e s s u r e  f l u c t u a t i o n s ,  
I s r a e l  J .  o f  T e c h . ,  8 ,  p p  2 5 9 - 2 6 9 .  
[ 5 9 ]  L a u n d e r  B .  ( 1 9 8 6 ) :  T u r b u l e n c e  m o d e l l i n g - a  p r e v i e w ,  C o l l o q u i u m  o n  C o m p .  
F l u i d  D y n . ,  U n i .  o f  M a n c h e s t e r  I n s t .  o f  S c i .  a n d  T e c h . ,  2 1 - 2 2  A p r i l  1 9 8 6 .  
[ 6 0 ]  D a l y  B .  a n d  H a r l o w  F .  ( 1 9 7 0 ) :  T r a n s p o r t  e q u a t i o n s  o f  t u r b u l e n c e ,  P h y s .  o f  
F l u i d s ,  1 3 ,  p  2 6 3 4 .  
B I B L I O G R A P H Y  
1 8 3  
[ 6 1 ]  H a n j a l i c  K .  a n d  L a u n d e r  B . E .  ( 1 9 7 2 ) :  A  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l  o f  t u r b u l e n c e  
a n d  i t s  a p p l i c a t i o n  t o  t h i n  s h e a r  f l o w s ,  J .  F l u i d  M e c h .  ,  5 2 ,  p  6 0 9 .  
[ 6 2 ]  R o d i  W .  ( 1 9 7 6 ) :  A  n e w  a l g e b r a i c  r e l a t i o n  f o r  c a l c u l a t i n g  t h e  R e y n o l d s  
s t r e s s e s ,  Z A M M ,  5 6 ,  p p  2 1 9 - 2 2 1 .  
[ 6 3 ]  C o u r a n t  a n d  H i l b e r t , ( 1 9 6 2 ) :  M e t h o d s  o f  M a t h e m a t i c a l  P h y s i c s , V o l  2 , I n t e r -
s C i e n c e .  
[ 6 4 ]  S c h l i c t i n g ( 1 9 6 8 ) :  B o u n d a r y  L a y e r  T h e o r y , M c g r a w  H i l l .  
[ 6 5 ]  S z m y d t  Z .  ( 1 9 7 7 ) :  F o u r i e r  T r a n s f o r m a t i o n  a n d  L i n e a r  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  
D .  R e i d e l  P u b l i s h i n g  C o .  , D o r d r e c h t - H o l l a n d / B o s t o n - U  . S . A  . .  
[ 6 6 ]  S c h e c t e r ( 1 9 7 7 ) :  M o d e r n  M e t h o d s  i n  P a r t i a l  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  M c G r a w  
H i l l .  
[ 6 7 ]  K o r n  a n d  K o r n  ( 1 9 6 1 ) :  M a t h e m a t i c a l  H a n d b o o k  f o r  S c i e n t i s t s  a n d  E n g i n e e r s ,  
M c G r a w  H i l l .  
[ 6 8 ]  J o h n  F .  ( 1 9 7 1 ) :  P a r t i a l  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  S p r i n g e r  V e r l a g .  
[ 6 9 ]  A r m f i e l d  S . W .  a n d  F l e t c h e r  C . A . J .  ( 1 9 8 6 c ) :  S i m u l a t i o n  o f  s w i r l i n g  d i f f u s e r  
f l o w  u s i n g  k  - €  a n d  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  t u r b u l e n c e  m o d e l s ,  9 t h .  A u s -
t r a l a s i a n  F l u i d  M e c h a n i c s  C o n f e r e n c e ,  p p  1 2 5 - 1 2 8 .  
[ 7 0 ]  V i r e n d a  P .  ,  R o d i  W .  a n d  S c h e u r e r  G .  ( 1 9 8 5 ) :  T u r b u l e n c e  m o d e l s  f o r  n e a r  w a l l  
a n d  l o w  R e y n o l d s  n u m b e r  f l o w s :  a  r e v i e w ,  A l A  A  J o u r n a l ,  1 2 ,  p p 1 3 0 8 - 1 3 1 9 .  
[ 7 1 ]  B e r n a r d  P . S .  ( 1 9 8 6 ) :  L i m i t a t i o n s  o f  t h e  n e a r  w a l l  k  - €  m o d e l ,  A l A  A  J o u r n a l ,  
2 1 ,  p p 6 1 9 - 6 2 2 .  
[ 7 2 ]  S p a l d i n g  D .  ( 1 9 7 2 ) :  A  n o v e l  f i n i t e  d i f f e r e n c e  f o r m u l a t i o n  f o r  d i f f e r e n t i a l  e x -
p r e s s i o n s  i n v o l v i n g  b o t h  f i r s t  a n d  s e c o n d  d e r i v a t i v e s ,  I n t .  J o u r n a l  f o r  N u m .  
M e t h o d s  i n  E n g ,  4 ,  p p 5 5 1 - 5 5 9 .  
B I B L I O G R A P H Y  
1 8 4  
[ 7 3 ]  B r i l e y  W .  ( 1 9 7 4 ) :  N u m e r i c a l  m e t h o d s  f o r  p r e d i c t i n g  t h r e e  d i m e n s i o n a l  s t e a d y  
f l o w  i n  d u c t s ,  J .  C o m p .  P h y s i c s ,  1 4 ,  p p  8 - 2 8 .  
[ 7 4 ]  P a t a n k a r  S . V .  a n d  S p a l d i n g  D . B .  ( 1 9 7 2 ) :  A  c a l c u l a t i o n  p r o c e d u r e  f o r  h e a t  
m a s s  a n d  m o m e n t u m  t r a n s f e r  i n  t h r e e  d i m e n s i o n a l  p a r a b o l i c  f l o w ,  I n t .  J .  
H e a t  a n d  M a s s  T r a n s f e r ,  1 5 ,  p p  1 7 8 7 - 1 8 0 5 .  
[ 7 5 ]  R i c h t m y e r  a n d  M o r t o n  ( 1 9 6 7 ) :  D i f f e r e n c e  m e t h o d s  f o r  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m s ,  
I n t e r s c i e n c e .  
[ 7 6 ]  M e i s s  T .  a n d  M a r k o w i t z  U .  ( 1 9 8 1 ) :  N u m e r i c a l  S o l u t i o n  o f  D i f f e r e n t i a l  E q u a -
t i o n s ,  S p r i n g e r  V e r l a g .  
[ 7 7 ]  S m i t h  G . D .  ( 1 9 7 8 ) :  N u m e r i c a l  S o l u t i o n s  o f  P a r t i a l  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  
C l a r e n d o n  P r e s s .  
[ 7 8 ]  L e o n a r d  B .  ( 1 9 8 1 ) :  C o m p u t a t i o n a l  t e c h n i q u e s  i n  t r a n s i e n t  a n d  t u r b u l e n t  f l o w  
V .  l ( e d  C . T a y l o r  a n d  K .  M o r g a n ) ,  P i n e r i d g e .  
[ 7 9 ]  M c G u i r k  J . , T a y l o r  A .  a n d  W h i t e l a w  J .  ( 1 9 8 1 ) :  T h e  a s s e s m e n t  o f  n u m e r i c a l  
d i f f u s i o n  i n  u p w i n d  d i f f e r e n c e  c a l c u l a t i o n s  o f  t u r b u l e n t  r e c i r c u l a t i n g  f l o w s ,  i n  
T u r b u l e n t  S h e a r  F l o w s  3 ,  S p r i n g e r - V e r l a g ,  p p 2 0 6 - 2 2 4 .  
[ 8 0 ]  J o h n s o n  D .  a n d  H o r s t m a n  C .  ( 1 9 8 2 ) :  C o m p a r i s o n  b e t w e e n  e x p e r i m e n t  a n d  
p r e d i c t i o n  f o r  a  t r a n s o n i c  t u r b u l e n t  s e p a r a t e d  f l o w ,  A I A A  J o u r n a l ,  2 0 ,  p p  
7 3 7 - 7 4 4 .  
[ 8 1 ]  V i e g a s  J .  ,  R u b e s i n  M .  a n d  H o r s t m a n n  C .  ( 1 9 8 5 ) :  O n  t h e  u s e  o f  w a l l  f u n c t i o n s  
a s  b o u n d a r y  c o n d i d i t i o n s  f o r  t w o  d i m e n s i o n a l  s e p a r a t e d  c o m p r e s s i b l e  f l o w s ,  
A I A A ' 8 5 ,  A I A A  2 3 r d  A e r o s p a c e  S c i e n c e  M e e t i n g ,  R e n o ,  N e v a d a .  
[ 8 2 ]  R a i t h b y  G .  ( 1 9 7 6 ) :  S k e w  u p w i n d  d i f f e r e n c i n g  m e t h o d s  f o r  p r o b l e m s  i n v o l v i n g  
f l u i d  f l o w ,  C o m p .  M e t h .  i n  A p p l d .  M e c h .  a n d  E n g . ,  9 ,  p p  1 5 3 - 1 6 4 .  
A p p e n d i x  A  
A  C o m p a r i s o n  o f  S i n g l e  a n d  
M u l t i - S w e e p  T e c h n i q u e s  f o r  
R e d u c e d  N a v i e r - S t o k e s  E q u a t i o n s  
C o m p .  T e c h .  a n d  A p p l .  C T A C  8 5  ( E d s .  J  N o y e  a n d  R .  M a y ) , N o r t h  H o l l a n d ,  
A m s t e r d a m , 1 9 8 6 , p p  4 3 1 - 4 4 2 .  
1 8 5  
A  COI~PARISON O F  S I N G L E  A N D  M U L T I - S W E E P  
T E C H N I Q U E S  F O R  R E D U C E D  N A V I E R - S T O K E S  E Q U A T I O N S  
S . W .  A r m f i e 1 d  a n d  C . A . J .  F 1 e t c h e r  
U n i v e r s i t y  o f  S y d n e y  
S y d n e y ,  N S \ ,  2 0 0 6  
A u s L r a l i a  
T h e  r e d u c e d  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  o b t a i n e d  b y  d r o p p i n g  
s t r e a m - w i s e  d i f f u s i o n  t e r m s  a r e  s h O l ' / n  t o  s t i l l  p o s s e s s  a n  
e l l i p t i c  n a t u r e  r e s u l t i n g  f r o m  a  p r e s s u r e  i n t e r a c t i o n .  I f  
t h e s e  e q u a t i o n s  a r e  s o l v e d  u s i n g  a  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m  a  
s e v e r e  s t a b i l i t y  p r o b l e m  i s  e n c o u n t e r e d  d u e  t o  t h e  e q u a t i o n s  
n o t  b e i n g  w e l l  p o s e d .  T h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  m a y  b e  f u r t h e r  
r e d u c e d  t o  r e m o v e  t h e  e l l i p t i c  p r e s s u r e  i n t e r a c t i o n ,  e n a b l i n g  
a  v e r y  e f f i c i e n t  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e  t o  b e  u s e d  w i t h o u t  s u c h  
a  s t a b i l i t y  p r o b l e m .  A  m u l t i - s V l e e p  m e t h o d  i s  d e v e l o p e d  w h i c h  
a l l O \ · / s  t h e  f u l l  p r e s s u r e  i n t e r a c t i o n  t o  b e  r e t a i n e d ,  w i t h o u t  
t h e  s t a b i l i t y  p r o b l e m s .  
1 .  I N T R O D U C T I O N  
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T h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  m a y  b e  r e d u c e d  o n  a n  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  b a s i s ,  i n  t h e  
c a s e  o f  f l o w  w i t h  a  d o m i n a n t  d i r e c t i o n ,  b y  d r o p p i n g  s t r e a m - w i s e  d i f f u s i o n  t e r m s  
( A n , f i e 1 d  a n d  F 1 e t c h e r  ( 1 9 8 5 a ) ) .  T h i s  r e d u c e d  s e t ,  a l t h o u g h  h a v i n g  n o  s e c o n d  d e r i -
v a t i v e  t e r m s  i n  t h e  stream-~I/ise d i r e c t i o n ,  c a n  b e  s h o ' t l n  t o  s t i l l  b e  e l l i p t i c  d u e  
t o  a  p r e s s u r e  i n t e r a c t i o n .  
B e c a u s e  o f  t h e  e l l i p t i c  n a t u r e ,  i f  s u c h  a  r e d u c e d  s e t  i s  t o  b e  s o l v e d  u s i n g  a  
s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m  t h e  m a r c h i n g  s t e p  m u s t  b e  g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  t h e  
c r o s s - s t r e a m  e x t e n t  o f  t h e  f l o w  ( A r m f i e 1 d  a n d  F 1 e t c h e r  ( 1 9 8 5 b ) ,  R u b i n  ( 1 9 8 1 ) ,  
R u b i n  ( 1 9 8 5 ) ) .  S u c h  a  c o a r s e  m e s h  w i l l  t h e n  l e a d  t o  i n a c c u r a t e  r e s u l t s .  
T o  r e d u c e  o r  e l i m i n a t e  t h i s  s t a b i l i t y - r e l a t e d  r e s t r i c t i o n  t w o  a p p r o a c h e s  m a y  b e  
t a k e n .  T h e  f i r s t  i s  t o  f u r t h e r  r e d u c e  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s ,  o n  a n  o r d e r - o f -
m a g n i t u d e  b a s i s ,  s o  a s  t o  e l i m i n a t e  t h e  e l l i p t i c  p r e s s u r e  i n t e r a c t i o n ,  a n d  h e n c e  
r e m o v e  t h e  s t e p - s i z e  r e s t r i c t i o n  ( A r m f i e 1 d  a n d  F 1 e t c h e r  ( 1 9 8 5 b ) ) .  T h i s  f u r t h e r  
r e d u c t i o n  i s  m a d e  b y  d e l e t i n g  a l l  c r o s s - s t r e a m  v e l o c i t y  d e r i v a t i v e s  f r o m  t h e  
c r o s s - s t r e a m  m o m e n t u m  e q u a t i o n .  T h e  r e s u l t i n g  s e t  o f  e q u a t i o n s  i s  n o n - e l l i p t i c  
a n d  m a y  b e  s o l v e d  u s i n g  a  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m  v s i t h  n o  s t a b i l i t y - r e l a t e d  m i n i m u m  
a x i a l  s t e p - s i z e .  
T h e  s e c o n d  a p p r o a c h  i s  t o  u s e  a  m u l t i - s w e e p  a l g o r i t h m .  I n  t h i s  t e c h n i q u e ,  o n l y  
t h e  p r e s s u r e  f i e l d  i s  s t o r e d  f o r  t h e  w h o l e  d o m a i n ,  w h i c h  i s  c o r r e c t e d  w i t h  e a c h  
s \ v e e p ,  u n t i l  a  p r e s e t  c o n v e r g e n c e  c r i t e r i o n  i s  m e t .  B y  i n c l u d i n g  t h e  p r e s s u r e  i n  
t h i s  w a y  t h e  e l l i p t i c  e q u a t i o n s  a r e  w e l l  p o s e d ,  a s  a  d o w n s t r e a m  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  
f o r  p r e s s u r e  c a n  b e  a p p l i e d .  
T h u s ,  t h e  s i n g l e - s w e e p  m e t h o d  a c h i e v e s  e x c e l l e n t  e c o n o m y  p o s s i b l y  a t  t h e  e x p e n s e  
o f  r e d u c e d  a c c u r a c y ,  s i n c e  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  h a v e  b e e n  f u r t h e r  a p p r o x i m a t e d .  
T h e  m u l t i - s l < e e p  a p p r o a c h  i s  l e s s  e c o n o m i c a l  b u t  a v o i d s  t h e  l o s s  o f  a c c u r a c y  a s s o -
c i a t e d  w i t h  t h e  e q u a t i o n  a o p r o x i m a t i o n .  T h i s  p a p e r  s e e k s  t o  d e t e r m i n e  i f  t h e  
i n c r e a s e  i n  e c o n o m y  o f  t h e  s i n g l e - s w e e p  m e t h o d  i s  w o r t h  t h e  p r i c e  o f  t h e  r e d u c e d  
a c c u r a c y  f o r  t y p i c a l  s V l i r l i n g  d i f f u s e r  f l o w s .  
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T h e  r e s t  o f  t h e  p a p e r  i s  a s  f o l l O l · l s .  T h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  a r e  d e s c r i b e d  i n  
S e c t i o n  2 .  I n  S e c t i o n  3 ,  t h e  e l l i p t i c  n a t u r e  o f  t h e s e  e q u a t i o n s  i s  d e m o n s t r a t e d .  
T h e  m e t h o d  o f  s o l u t i o n  a n d  t h e  d i s c r e t i z a t i o n  i s  o u t l i n e d  i n  S e c t i o n  4 .  T h e  s t a -
b i l i t y  o f  t h e  m e t h o d s  i s  p r e s e n t e d  i n  S e c t i o n  5 .  S e c t i o n  6  p r o v i d e s  s o m e  c o m p a r a -
t i v e  r e s u l t s  a n d  d i s c u s s e s  t h e  t w o  m e t h o d s .  
2 .  R E D U C E D  N A V I E R - S T O K E S  E Q U A T I O N S  
F o r  f l o w  c o n f i g u r a t i o n s  w i t h  a  p r e d o m i n a n t  v e l o c i t y  d i r e c t i o n ,  t h e  s t r e a m - w i s e  
d i f f u s i o n  t e r m s  c a n  b e  r e m o v e d  f r o m  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  ,  w h e n  t h e i r  m a g -
n i t u d e  i s  s u b s t a n t i a l l y  s m a l l e r  t h a n  t h e  m a g n i t u d e  o f  t r a n s v e r s e  d i f f u s i o n  t e r m s .  
T h e  r e s u l t ,  i n  t w o - d i m e n s i o n a l  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  i s ,  
U U
x  
+  v U
r  
P  +  i - - [ u  +  u  I r ]  
x  e  r r  r  
( I )  
u V
x  
+  v V r  
w ' l r  =  - p  + . l  [ v  +  v  I r  - v I r ' ]  
r  R e  r r  r  
( 2 )  
v w  +  u w  +  v w l r  =  i - - G  +  w  I r  - w/r~ 
r  x  e  r r  r  
. .  ,  
( 3 )  
( r v ) r  +  r u
x  
0  
( 4 )  
I n  e q n s  ( 1 )  t o  ( 4 )  x  i s  t h e  s t r e a m - w i s e  o r  a x i a l  o r d i n a t e ,  r  i s  t h e  c r o s s - s t r e a m  
o r  r a d i a l  o r d i n a t e ,  u  i s  t h e  a x i a l  v e l o c i t y ,  v  t h e  r a d i a l  v e l o c i t y ,  w  t h e  c i r c u r n -
f e r e n t i  a  1  v e l o c i t y  a n d  P  t h e  p r e s s u ) ' e .  T h e  R e y n o  1  d s  n u m b e r  R e  =  D u h ,  " h e r e  D  i s  
t h e  p i p e  d i a m e t e r  a n d  u  i s  t h e  m e a n  a x i a l  v e l o c i t y  a t  t h e  i n l e t .  S u b s c r i p t s  d e -
n o t e  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a t i o n .  
A s  i s  s h o w n  i n  F i g .  ( 1 ) ,  t h e  d o m a i n  i s  c o m p o s e d  o f  a  c y l i n d e r  f o l l o w e d  b y  a  c o n i c a l  
d i f f u s e r ,  w i t h  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  b e i n g  u s e d  i n  t h e  d i f f u s e r ,  ( A r m f i e l d  ( 1 9 8 5 » .  
L_~//~ 
- -
-
- . . . - . . .  _ _  a x i s  
- .  
- .  
-
x '  
- - - - - - - - - - - - - - - .  -
-
, " " - -
_  C y l i n d r i c a l  S e c t i o n  
( c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  x ,  r ,  $ )  
D i f f u s e r  S e c t i o n  
- ( s p h e r i c a l  -
c o o r d i n a t e s  x S , q "  e )  
F i g .  1  C o o r d i n a t e  S y s t e m s  
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3 .  E L L I P T I C  N A T U R E  O F  T H E  E Q U A T I O N S  
T h e  e l l i n t i c  n a t u r e  o f  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  ( 1 )  t o  ( 4 )  m a y  b e  d e m o n s t r a t e d  b y  
c o n s i d e r i n g  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  f o r m  o f  t h e  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r .  T h e  c h a r a c t e r -
i s t i c  p a r a m e t e r s  a r e  o b t a i n e d  b y  r e p l a c i n g  differec~iated t e r m s  i n  t h e  f o l l o w i n g  
w a y ,  
' ; 1  U  : ;  U
x  
"  U  =  U  
,  x x  
,  
"  u  
u
r  
"  u  =  u  
'  r r  
T h i s  w i l l  g i v e  a  s y s t e m  o f  t h e  f o r m ,  
A !  +  i ( x , r )  =  0  
( 5 )  
w h e r e  i  i s  a  v e c t o r  v a l u e d  f u n c t i o n  o f  u n d i f f e r e n t i a t e d  t e r m s ,  A  i s  t h e  c h a r a c t e r -
i s t i c  m a t r i x ,  - -
[ t o  
0  
0  
"  1  
8  
0  
"  
A  =  
0  
B  
0  
r "  
0  0  
w i t h  8  =  u  "  +  V  s ,  - ( , , '  +  s , / r ) / R e  
a n d  ~ T  =  ( u ,  v ,  w ,  P ) .  
T o  d e t e r m i n e  t h e  e l l i p t i c  n a t u r e  t h e  e q u a t i o n ,  
D e t  A  =  0  
i s  c o n s  i  d e r e d .  
T h i s  g i v e s  
( ' u s ,  +  v "  - ( s , '  +  s , / r ) / R e ) '  ( , , '  +  s , ' )  
0  
( 6 )  
T h e  p r e s e n c e  o f  t h e  t e r m  , , '  +  s , ' ,  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  f o r m  o f  t h e  L a p l a c e  o p e r a t o r  
d e m o n s t r a t e s  t h a t  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  ( 1 )  t o  ( 4 )  c o n t a i n  a n  e l l i p t i c  i n t e r -
a c t i o n .  
I f  t h e  c r o s s - s t r e a m  m o m e n t u m  e q u a t i o n ,  e q n  ( 2 )  i s  f u r t h e r  r e d u c e d  b y  r e c o g n i z i n g  
t h a t  a l l  c r o s s - s t r e a m  v e l o c i t y  t e r m s  a r e  s m a l l ,  t h e  r e s u l t  w i l l  b e ,  
P r  w ' / r ,  
( 7 )  
g i v i n g  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  m a t r i x ,  
[ t o  
0  
0  
< ,  1  
0  0  
"  A  
=  
0  
0  
8  
r s ,  
0  0  
W h e n  D e t  A  i s  c a l c u l a t e d  i n  t h i s  c a s "  t h e  r e s u l t  i s ,  
( u  s ,  +  V  s ,  - ( s , '  +  s , / r ) / R e ) '  
s , '  =  0  
( 8 )  
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T h e  < , '  +  < , '  t e r m  h a s  b e e n  r e d u c e d  t o  ~,', s o  t h a t  f o r  f i x e d  r e a l  < ,  t h e r e  a r e  
n o w  n o  i m a g i n a r y  r o o t s  f o r  ' "  T h o s ,  r e d u c i n g  e q n  ( 2 )  t o  e q n  ( 7 )  h a s  e l i m i n a t e d  
t h e  e l l i p t i c  i n t e r a c t i o n  o f  e q u a t i o n s  ( 1 )  t o  ( 4 ) .  
4 .  M E T H O D  O F  S O L U T I O N  
A  r e c t a n g u l a r  m e s h  h a v i n g  v a r i a b l e  ~x a n d  ~r i s  u s e d  i n  t h e  c y l i n d r i c a l  s e c t i o n ;  
i n  t h e  d i f f u s e r  s e c t i o n  a  r a d i a l  m e s h  i s  u s e d  w i t h  v a r i a b l e  ~xs a n d  ~e ( F i g .  ( 2 ) ) .  
n - l  n  
n . l  
a x i s ,  r =  r r  n - l  n  n  . .  l  
~~-------1-----1;X1- T I  i - I  
-
. - -
- -
_ A x
n  
-
6 . r ;  
I  
i . l  I  
I  
I  
I  
I  
_  C y l i n d r i c a l  S e c t i o n  - I  
- j  f e ,  
O i f f u s e r  S o e c t i o n  
( x '  i s  m e a s u r e d  
f r o m  o r i g i n  o f  
s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s )  
F i g .  2  G r i d  N o t a t i o n  
i  . .  l  
I n  b o t h  r e g i o n s  t h e  s u b s c r i p t  i  i n d i c a t e s  l o c a t i o n  i n  t h e  r a d i a l  d i r e c t i o n ,  w i t h  
i  =  1  t h e  a x i s ,  a n d  t h e  s u p e r s c r i p t  n  i n d i c a t e s  l o c a t i o n  i n  t h e  a x i a l  d i r e c t i o n .  
R a d i a l  d e r i v a t i v e s  a r e  d i s c r e t i z e d  a s ,  
' r  =  ( ' i + l  - 'i_l)/(~ri+l +  ~ri) +  O(~r)2 ,  
r r  =  [ ( ' i + l  - 'i)/~ri+l - ( ' i  - ' i _ l ) / f i r
i
] / ( f i r
i
+
1  
+  ~ri)/2 +  O(~r)2 
A l l  v a r i a b l e s  a r e  k n m m  a t  a l l  l e v e l s  u p  t o  a n d  i n c l u d i n g  n .  I n  t h e  c a s e  o f  t h e  
m u l t i - s w e e p  a l g o r i t h m  t h e  v a r i a b l e  P  i s  a l s o  k n o w n  a t  l e v e l  n + l ,  e t c .  T h e  
v a r i a b l e s  a t  l e v e l  n + l  a r e  obtain~d a s  f o l l o w s :  
I .  T h e  d i s c r e t i z e d  v e r s i o n  o f  e q n  ( 3 )  i s  u s e d  t o  o b t a i n  w
n
+
1  
b y  f i r s t  o f  a l l  
c a l c u l a t i n g  f i W
n
+
1  
f r o m ,  
n  
[I~X - i  L { v
n
) ]  6 W
n
+
1  
=  L { w
n
•  v n ) ,  
w h e r e  L { w
n
,  v n ) ,  t h e  d i f f e r e n c e  o p e r a t o r  o f  [_vnw~-vnwn/r~[w~r-W~/r- ~:]l 
i s  l i n e a r  i n  w
n
.  T h e  s o l u t i o n ,  w
n
+
1
,  f o l l o w s  f r o m ,  
w
n
+
1  
=  w
n  
+  6 W
n
+
1  
.  
1 9 0  
( 9 )  
1 1 .  T h e  t e r m  u
n
+
1  
i s  o b t a i n e d  f r o m  a  d l s c r e t i z e d  v e r s i o n  o f  e q n  ( I )  f o r  6 U
n
+
1  
,  
[I~~ _  i  G { v
n
) ]  6 U
n
+
1  
=  _ 6 p
n
+ 1  +  G { u
n
,  v
n
)  
w h e r e  G { u
n
,  v n ) ,  t h e  d i f f e r e n c e  o p e r a t o r  o f  [ _ v
n  
u n  +  R I  [ u n  +  u n / r ] ]  ,  
r  e  r r  r  
i s  l i n e a r  i n  u n .  
A t  t h i s  s t a g e ,  6 p
n
+
l  
i s  n o t  k n o w n  a n d  m u s t  b e  o b t a i n e d  t o  e n a b l e  6 U
n
+
1  
t o  b e  
c a l c u l a t e d .  T o  d o  t h i s  6 p
n
+
1  
i s  s p l i t  a s ,  
6 p
n
+
l  
=  6 p n + l  +  6 P r
n
+
1  
1  
( 1 0 )  
w h e r e  6P~+1 i s  t h e  r a d i u s  i n d e p e n d e n t  c o m p o n e n t  o f  6P~+1 a n d  6 P r
n
+
1  
i s  t h e  r a d i u s  
d e p e n d e n t  c o m p o n e n t .  
F i r s t l y ,  6P~+1 m a y  b e  c a l c u l a t e d  e x a c t l y  u s i n g  a  c o n s t r a i n t  f o r  i n t e r n a l  f l o w s  
a r i s i n g  f r o m  e q n  ( 4 ) .  I f  e q n  ( 4 )  i s  i n t e g r a t e d  o v e r  a  c r o s s  s e c t i o n  o f  t h e  f l o " ,  
w e  o b t a i n  
t r u x d r = o  ( 1 1 )  
o  
w h i c h  i s  t h e  ~ass f l o w  c o n s t r a i n t .  
U s i n g  e q n  ( l a )  a n  e x p r e s s i o n  f o r  u  m a y  b e  s u b s t i t u t e d  i n t o  e q n  ( 1 1 ) ,  g i v i n g  
( B r i l e y  ( 1 9 7 4 ) ) .  x  
JRrQ{_6P~+1 _  6 p r n + 1 +  6 x G { U
n
,  v
n
) )  d r  =  0  ,  
o  
( 1 2 )  
w h e r e  Q  i s  t h e  i n v e r s i o n  o f  t h e  o p e r a t o r  o n  t h e  l e f t  h a n d  s i d e  o f  e q n  ( l a ) .  S i n c e  
6P~+1 i s  i n d e p e n d e n t  o f  r  e q n  ( 1 2 )  m a y  b e  m a n i p u l a t e d  t o  g i v e ,  
6 p
n
+
1  
1  
J
R  + 1  n  n  
r Q {  _ 6 P r
n  
+ 6 x G { u  ,  v  )  ) d r  
o  
t r Q  d r  
o  
( 1 3 )  
T o  f i n d  6 P r
n
+
1  
i n  t h e  c a s e  o f  t h e  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m  i t  i s  f u r t h e r  s p l i t  a s ,  
1 9 1  
~Prn+l 
~pvn+l +  ~pwn+l 
( 1 4 - )  
n + l  n + l  2  n  2  
w h e r e  ~Pw =  ( ( w  )  - ( w  )  ) / r  
(  
n  n  n  n  n  1  n  n  v
n
]  .  n +  1 ·  "  
a n d  P V ) r  =  - u  V x  - v  v r  +  R e  [ v
r r  
+  v / r  - f 2  '  w 1 t h  6 P V  b e 1 n g  a  p r o J e c t l O n  
f r o m  t h e  n a n d  n - l  l e v e l s .  W h e n  t h i s  i s  d o n e  i t  i s  f o u n d  t h a t  t o  m a i n t a i n  s t a b i l i -
t y  t h e  c o n d i t i o n  6 X  >  R ,  w h e r e  R  i s  t h e  p i p e  r a d i u s ,  ( A r m f i e l d  a n d  F l e t c h e r  
( 1  9 8 5 b ) )  ,  I , , , ' s t  b e  m e C  T h i s  s t a b i l i t y  r e s t r i c t i o n  i s  a  c o n s e q u e n c e  o f  t h e  i l l - p o s e d  
n a t u r e  o f  t h e  s i n g l e - s v l e e p  a l g o r i t h m  f o r  a n  e l l i p t i c  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  ( S e c t i o n  
3 ) .  I n  a n y t h i n g  b u t  f u l l y  d e v e l o p e d  f l o w  s u c h  a  c o a r s e  m e s h  l e a d s  t o  s u b s t a n t i a l  
e r r o r s .  A l t e r n a t i v e l y ,  6 P V
n
+
1  
i s  s e t  t o  z e r o ,  w h i c h  r e m o v e s  t h e  s t a b i l i t y  r e l a t e d  
m 1 n 1 m u m  s t e p  s i z e  f o r  ~x ( A r m f i e l d  a n d  F l e t c h e r  ( 1 9 8 5 b ) ) .  S e t t i n g  
~pvn+l t o  z e r o  i s  e q u i v a l e n t  t o  r e d u c i n g  t h e  s y s t e m  o f  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  t o  a  
n o n - e l l i p t i c  s e t  ( S e c t i o n  3 ) .  .  
I n  t h e  m u l t i - s w e e p  a l g o r i t h m  t h e  p r e s s u r e  f i e l d  h a s  b e e n  s t o r e d  f r o m  a  p r e v i o u s  
s " e e p ,  a n d  t h e  ~Prn+l c a n  b e  o b t a i n e d  d i r e c t l y  a s ,  
P  
n + l  _  ( P  n + l  P  n ) v - l  
6 r  - r  - r  
w h e r e  t h e  s u p e r s c r i p t  v  i n d i c a t e s  t h e s e  v a l u e s  a r e  f r o m  t h e  p r e v i o u s  s w e e p .  
T h e  p r e s s u r e  f i e l d ,  P r ,  c a n  t h e n  b e  u p g r a d e d  a s ,  
P r
n
,  v  =  ( P r n  _  P r n ,  v - I )  w  +  P r n ,  v - I  
P r
n  
i s  t h e  p r e s s u r e  f i e l d  o b t a i n e d  f r o m  t h e  c u r r e n t  s w e e p  v i a  e q n  ( 1 4 ) ,  w  i s  a  
r e l a x a t i o n  p a r a m e t e r .  
( 1 5 )  
T h e  s w e e p s  a r e  c o n t i n u e d  u n t i l  m a x i m u m  I  P r
n  
- P r
n
,  v - l
1  
i s  s m a l l e r  t h a n  a  p r e s e t  
c o n v e r g e n c e  c r i t e r i o n .  I n  t h i s  m e t h o d  a l l  x  d e r i v a t i v e s  a r e  c e n t r a l l y  d i f f e r -
e n c e d ,  a l l O l , i n g  t h e  i n c l u s i o n  o f  P r  w i t h  n o  s t a b i l i t y - r e l a t e d  ~x r e s t r i c t i o n .  
I l l .  T h e  d i s c r e t i z e d  v e r s i o n  o f  t h e  c o n t i n u i t y  e q u a t i o n ,  e q n  ( 4 ) ,  i s  u s e d  t o  
o b t a i n  v
n
+
1  
o n c e  u
n
+
1  
i s  k n o " n .  
A n  a l g e b r a i c  e d d y  v i s c o s i t y  c l o s u r e  i s  u s e d  t o  m o d e l  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s  t e r m s  f o r  
t u r b u l e n t  f l o w .  
5 .  S T A B I L I T Y  
T h e  s t a b i l i t y  o f  t h e  i m p l i c i t  m a r c h i n g  a l g o r i t h m s  g i v e n  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n  
h a s  b e e n  i n v e s t i g a t e d  u s i n g  v o n  N e u m a n n  l i n e a r i z e d  s t a b i l i t y  a n a l y s i s .  T o  o b t a i n  
t h e  r e s u l t s  s h o w n  i n  T a b l e  1 ,  t h e  e i g e n - v a l u e s  o f  t h e  a m p l i f i c a t i o n  m a t r i x  h a v e  
b e e n  e v a l u a t e d  n u m e r i c a l l y  ( A r m f i e l d  ( 1 9 8 5 ) ) .  I f  e x p l i c i t  m a r c h i n 9  a l g o r i t h m s  h a d  
b e e n  u s e d  t h e r e  w o u l d  b e  a  m a x i m u m  a x i a l  s t e p  s i z e  l i m i t a t i o n  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  
r e s t r i c t i o n s  s h o " n  i n  T a b l e  1 .  
I t  w o u l d  a p p e a r  t h a t  t h e  i n s t a b i l i t y  i n  s o l v i n g  a n  e l l i p t i c  s e t  o f  e q u a t i o n s  u s i n g  
a  s i n g l e - s l l e e p  a l g o r i t h m ,  c a s e  1 ,  i s  c a u s e d  b y  u s i n g  b a c k l , a r d  d i f f e r e n c i n g  f o r  
( P r ) x '  S i n c e  d i f f e r e n c i n g  ( P r ) x  i n  t h i s  m a n n e r  m e a n s  n o  d O l , n s t r e a m  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n  c a n  b e  a p p l i e d ,  t h e  p r o b l e m  i s  n o t  w e l l  p o s e d ,  a n d  i t  i s  t h e r e f o r e  n o t  
s u r p r i s i n g  t h a t  a  s t a b i l i t y  p r o b l e m  e x i s t s .  W h e n  ( P r ) x  i s  c e n t r a l l y  d i f f e r e n c e d ,  
a s  i n  t h e  m u l t i - s w e e p  a l g o r i t h m ,  c a s e  3 ,  a  d O l , n s t r e a m  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  c a n  b e  
a p p l i e d ,  m a k i n g  t h e  p r o b l e m  w e l l  p o s e d ,  a n d  t h e  s t a b i l i t y  c r i t e r i o n  i s  r e m o v e d .  
I n  t h i s  c a s e ,  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m  a r e  u s e d  t . O  p r o v i d e  i n i t i a l  
H 2  
a n d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  f o r  P r .  A l t h o u g h  f o r  e a c h  s w e e p  t h e  " ' ' ' l t i - s w e e p  m e t h o d  i s  
u n c o n d i t i o n a l l y  s t a b l e ,  w ,  t h e  r e l a x a t i o n  p a r a m e t e r  i n  e q n  ( 1 5 ) ,  m u s t  b e  s e t  t o  
l e s s  t h a l  o n e .  T h i s  i s  n e c e s s a r y  t o  d a m p  o u t  e r r o r s  t h a t  a c c u m u l a t e  o v e r  m u l t i p l e  
s w e e p s .  
T A B L E  1 .  S T A B I L I T Y  R E S T R I C T I O N S  
C a s e / T y p e  E q u a t i o n  ( 2 ) ,  P r  =  
A x i a l  S t e p  S i z e  L i m i t  
1 ,  S i n g l e  S I - I e e p  
w 2 / r  - v v  - u v  +  ~ [ v  +  v  / r  - v / r 2 ]  
r  x  e  r r  r  
! : J . X  >  R  
2 ,  S i n g l e  S w e e p  
w 2 / r  
n o n e  
3 ,  M u l t i  S w e e p  w ' / r  - v v  - u v  + . . L  [ v  +  v  / r  - v i r ' ]  
r  x  R e  r r  r  
n o n e  
6 .  R E S U L T S  A N D  D I S C U S S I O N  
T h e  s i n g l e - s \ - I e e p  m e t h o d  w i t h  P v  s e t  t o  z e r o  h a s  b e e n  s h O \ - m  t o  a c c u r a t e l y  p r e d i c t  
t u r b u l e n t  s l " l i r l i n g  d i f f u s e r  f l o w  w h e n  t h e  p a r a m e t e r s  a r e  s u c h  t h a t  t h e  a s s u m p t i o n s  
i n h e r e n t  i n  d ) ' o p p i n g  a x i a l  d i f f u s i o n  t e r m s  a r e  v a l i d  ( A r m f i e l d  a n d  F l e t c h e r ,  ( 1 9 8 5  
a ) ) .  M u l t i - s \ - I e e p  s o l u t i o n s  a r e  p r e s e n t e d  h e r e  t o  s e e  i f  t h e  i n c l u s i o n  o f  t h e  P v  
c o m p o n e n t  l e a d s  t o  a n y  s i g n i f i c a n t  c h a n g e  i n  t h e  p r e d i c t e d  v e l o c i t y  a n d  p r e s s u r e  
d i s t r i b u t i o n s .  
R e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d  f o r  a x i a l  v e l o c i t y ,  c i r c u m f e r e n t i a l  v e l o c i t y  a n d  o r e s s u r e  
f o r  t u r b u l e n t  s w i r l i n g  f l o w  e n t e r i n g  a n  e i g h t  d e g r e e  c o n i c a l  d i f f u s e r  a t  a  R e y n o l d ,  
n u m b e r  o f  3 8 8 , 0 0 0 ,  b a s e d  o n  p i p e  d i a m e t e r ,  w i t h  m a x .  w / u  b e i n g  o f  t h e  o r d e r  o f  0 . 2 5 .  
T o  o b t a i n  t h e  r e s u l t s  p r e s e n t e d  i n  F i g s  3  t o  5  t h e  c o m p u t a t i o n a l  d o m a i n  i s  d i v i d e d  
i n t o  a  m e s h  o f  a p p r o x i m a t e l y  f i f t y  p o i n t s  i n  t h e  r a d i a l  d i r e c t i o n  b y  o n e  h u n d r e d  
a n d  f i f t y  p o i n t s  i n  t h e  a x i a l  d i r e c t i o n .  P o i n t s  i n  t h e  r a d i a l  d i r e c t i o n  a r e  d i s -
t r i b u t e d  s o  a s  t o  p l a c e  t w e n t y  p o i n t s  i n  t h e  t e n  p e r c e n t  o f  t h e  f l o w  n e a r e s t  t h e  
w a l l .  
T h e  p r o g r a m  w a s  r u n  o n  a  P e r k i n - E l m e r  3 2 2 0 ,  t h e  s i n g l e - s w e e p  t e c h n i q u e  u s e d  a p p r o -
x i m a t e l y  f i f t y  k i l o  b y t e s  o f  m e m o r y ,  t h e  m u l t i  s > l e e p  o n e  h u n d r e d  a n d  f i f t y  k i l o  
b y t e s ,  d u e  t o  t h e  r e q u i r e m e n t  t h a t  t h e  f u l l  p r e s s u r e  f i e l d  b e  s t o r e d .  T h e  e x e c u t i o n  
t i m e  i s  a p p r o x i m a t e l y  s i x t y  s e c o n d s  p e r  s w e e p .  A  c o n v e r g e n c e  p a r a m e t e r  o f  1  x  1 0 - '  
w a s  s e t  f o r  t h e  m u l t i  s w e e p ,  a n d  t h i s  w a s  r e a c h e d  i n  1 4 0  i t e r a t i o n s ,  t y p i c a l l y .  
T h e  r e l a x a t i o n  p a r a m e t e r ,  w ,  w a s  s e t  t o  0 . 0 2 ,  w h i c h  w a s  f o u n d  n e c e s s a r y  t o  r e t a i n  
s t a b i l i t y .  W h e n  a  f i n e r  m e s h  i s  u s e d  a  s m a l l e r  w  m u s t  b e  u s e d ,  a n d  t h e  n u m b e r  o f  
i t e r a t i o n s  r e q u i r e d  f o r  c o n v e r g e n c e  i s  i n c r e a s e d .  T h e  m u l t i  s w e e p  u s e s  t h e  s i n g l e -
s w e e p  m e t h o d  t o  p r o v i d e  a n  i n i t i a l  p r e s s u r e  f i e l d .  
A s  c a n  b e  s e e n  i n  F i g .  3  t h e  e n t r y  p r o f i l e  i s  t h a t  o f  a n  i n v i s c i d  c o r e  p l u s  d e v e -
l o p i n g  b o u n d a r y  l a y e r .  T h e  p r o f i l e s  f u r t h e r  d O \ , n  t h e  d i f f u s e r  s h o w  t h a t  t h e  i n c l u -
s i o n  o f  t h e  P v  t e r m  l e a d s  t o  n o  s i g n i f i c a n t  c h a n g e  i n  t h e  a x i a l  v e l o c i t y .  
F i g .  4  s h O \ - l s  t h e  p r e s s u r e  p r o f i l e s .  T h e  e f f e c t  o f  s w i r l  o n  t h e  r a d i a l  p r e s s u r e  
g r a d i e n t  i s  c l e a r l y  d e m o n s t r a t e d .  I n  t h e  c a s e  o f  t h e  s i n g l e - s w e e p  t e c h n i q u e  w i t h  
P v  s e t  t o  z e r o ,  s w i r l  i s  t h e  o n l y  s o u r c e  o f  r a d i a l  p r e s s u r e  g r a d i e n t .  T h e  i n c l u -
s i o n  o f  t h e  P v  t e r m  c a n  b e  s e e n  t o  l e a d  t o  a  v e r y  s l i g h t  c h a n g e  i n  t h e  p r e s s u r e  
p r o f i l e ,  d e m o n s t r a t i n g  t h a t  t h e  P v  t e r m  i s  n o t  z e r o ,  b u t  e v i d e n t l y  i t  i s  s m a l l  
e n o u g h  s o  t h a t  l e a v i n g  i t  o u t  d o e s  n o t  l e a d  t o  a n y  s i g n i f i c a n t  c h a n g e .  
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R R D I U S  
F i g .  3 .  A x i a l  V e l o c i t y  V a r i a t i o n  f o r  S w i r l i n g  D i f f u s e r  F l o w  
1 9 3  
I t  a p p e a r s  f r o m  t h e  s w i r l  p r o f i l e s  s h o w n  i n  F i g .  5  t h a t  t h e  i n c l u s i o n  o f  t h e - P v  
t e r m  l e a d s  t o  n o  d i s c e r n a b l e  c h a n g e .  S i n c e  p r e s s u r e  d o e s  n o t  a p p e a r  i n  t h e  c i r -
c u m f e r e n t i a l  m o m e n t u m  e q u a t i o n ,  e q n  ( 3 ) ,  t h e  i n f l u e n c e  o f  P v  c a n  o n l y  b e  i n d i r e c t ,  
t h o u g h  c h a n g e s  i n  u  a n d  v .  
A x i a l  v e l o c i t y  p r o f i l e s  f o r  f l o w  w i t h  a  s " i r l  3  t i m e s  l a r g e r  t h a n  t h a t  i n  F - i g .  5  
a r e  g i v e n  i n  F i g .  6 .  I n c r e a s i n g  t i l e  s w i r l  t o  t h i s  e x t e n t  i s  e x p e c t e d  t o  p r o d u c e  a  
f l o w  i n  " h i c h  u p s t r e a m  i n f l u e n c e  i s  s i g n i f i c a n t ,  a n d  t h e  s i n g l e - s w e e p  a n d  m u l t i -
s w e e p  t e c h n i q u e s  ' l O u l d  t h e n  p r o d u c e  d i f f e r e n t  r e s u l t s .  A s  c a n  b e  s e e n ,  t h e  m u l t i -
s w e e p  f o r m u l a t i o n  d o e s  g i v e  s i g n i f i c a n t l y  d i f f e r e n t  r e s u l t s ,  p a r t i c u l a r l y  a t  t h e  
c e n t r e l i n e ,  d e m o n s t r a t i n g  t h a t  i n  s u c h  a  f l o w  t h e  P v  t e r m  i s  n o  l o n g e r  c l o s e  t o  
z e r o .  
T a b l e  2  g i v e s  c e n t r e l i n e  v e l o c i t y ,  a t  a  p o i n t  a p p r o x i m a t e l y  o n e  d i a m e t e r  d o w n  t h e  
d i f f u s e r ,  a n d  i t e r a t i o n  c o u n t ,  f o r  t h e  f l o w  g i v e n  i n  F i g .  6 .  A s  c a n  b e  s e e n  t h e  
t o t a l  c h a n g e  i n  t h e  v e l o c i t y  i s  0 . 0 1 7 2 ,  i n  t e n  i t e r a t i o n s  m o r e  t h a n  9 0 %  o f  t h i s  
c h a n g e  h a s  b e e n  m a d e ,  s u g g e s t i n g  t h a t  r e a s o n a b l y  a c c u r a t e  r e s u l t s  m a y  b e  o b t a i n e d  
w i t h  a  v e r y  s m a l l  n u m b e r  o f  m u l t i - s w e e p  i t e r a t i o n s .  
! S I  
i l l  
! S I  
W ! S I  
0 : : :  r - n  
: : : J  •  
( f )  ! S I  
( f )  
W  
0 : : :  
0 . . .  
x / 0 = 5 . 5  
x / 0 = 4 . 0  
B R O K E N  L I N E  =  M U L T I - S W E E P  
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x / 0 = 0 . 5  
B R O K E N  L I N E  =  M U L T I - S W E E P  
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T A B L E  2 .  C O N V E R G E N C E  R E S U L T S  
I t e r a  t i  o n  C o u n t  
1  
2  
1 0  
1 0 0  
V e l o c i t y  
0 . 6 5 6 8  
0 . 6 8 2 9  
0 . 6 7 4 9  
0 . 6 7 4 0  
( c o n v e r g e d  r e s u l t  
7 .  C O N C L U S I O N S  
1 9 5  
I t  h a s  b e e n  p r o p o s e d  t h a t  t h e  r e d u c e d  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n  ( 1 )  t o  ( 4 )  m a y  b e  
r e n d e r e d  n o n - e l l i p t i c  i n  c h a r a c t e r  b y  s e t t i n g  P v ,  a s  g i v e n  i n  S e c t i o n  4 ,  t o  z e r o .  
W h e n  s u c h  a  r e d u c t i o n  i s  m a d e  a  v e r y  e f f i c i e n t  s i n g l e - s w e e p  s c h e m e  i s  o b t a i n e d  
( A r m f i e 1 d  a n d  F 1 e t c h e r  ( 1 9 8 5 a ) ) .  I n  t h i s  p a p e r  i t  h a s  b e e n  s h O l v n  t h a t  f o r  f 1 0 v /  
g e o m e t r i e s  v / h e r e  t h e  P v  c o m p o n e n t  i s  i n c l u d e d  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  a r e  e l l i p t i c "  
T o  o b t a i n  s t a b l e  s o l u t i o n s ,  a  m u l t i - s w e e p  f o , " m u 1 a t i o n  m u s t  b e  c o n s t r u c t e d  " h i c h  
i n c l u d e s  a  d o w n s t r e a m  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  f o r  t h e  p r e s s u r e .  
T h e  r e s u l t s  i n d i c a t e  t h a t  f o r  f l o w s  w i t h  s m a l l  r a d i a l  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  t h e  d e l e -
t i o n  o f  t h e  P v  t e r m s  i s  j u s t i f i e d  s i n c e  t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  s o l u t i o n  i s  n o t  s i g n i -
f i c a n t l y  d e g r a d e d ,  a o d  t h e  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m  i s  t w o  o r d e r s  o f  m a g n i t u d e  m o r e  
e c o n o m i c a l  t h a n  t h e  m u l t i - s w e e p  f O r r . l u 1 a t i o n .  
1 9 6  
I  
C l e a r l y ,  t h e  s t r a t e g y  o f  s e e k i n g  t o  r e n d e r  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  n o n - e l l i p t i c  i n  
t h e  m a i n  f 1 0 \ , 1  d i r e c t i o n  i s  v e r y  e f f e c t i v e  f o r  c l a s s e s  o f  f l o w s  w i t h  l i t t l e  o r  n o  
u p s t r e a m  i n f l u e n c e .  F o r  m o r e  c o m p l e x  f 1 0 \ < 5  w i t h  s i g n i f i c a n t  u p s t r e a m  i n f l u e n c e ,  
i t  i s  e x p e c t e d  t h a t  t h e  P v  t e r m s  m u s t  b e  r e t a i n e d  " n d  a  m u l t i - s w e e p  f o r m u l a t i o n  
w i l l  b e  r e q u i r e d .  
8 .  A C K N O W L E D G E M E N T  
T h e  a u t h o r s  a  r e  g r a  t e f u  1  t o  t h e  A u s t r a l  i  a n  R e s e a r c h  G r a n t s  C o m m i t t e e  f o r  t h e i  r  
c o n t i n u i n g  s u p p o r t .  
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f l o w  i n  d i f f u s e r s " ,  ( s u b m i t t e d ,  1 9 8 5 ) .  
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[ 5 ]  
[ 6 ]  
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S t o k e s  e q u a t i o n s " ,  P r o c .  N i n t h  I n t .  C o n f .  N u m .  M e t h o d s  i n  F l u i d  D y n a m i c s ,  
P a r i s ,  1 9 8 4 ,  L e c t u r e  N o t e s  i n  P h y s i c s ,  2 1 8 ,  6 2 - 7 1 ,  S p r i n g e r - V e r 1 a g ,  H e i d e 1 b e r g ,  
1 9 8 5 .  
S . W .  A r m f i e 1 d ,  " I n t e r n a l  S w i r l i n g  F 1 0 Y l " ,  P h . D .  T h e s i s ,  U n i v e r s i t y  o f  S y d n e y ,  
A u s t r a l i a ,  i n  p r e p a r a t i o n ,  1 9 8 5 .  
W .  B r i 1 e y ,  " N u m e r i c a l  m e t h o d s  f o r  p r e d i c t i n g  t h r e e - d i m e n s i o n a l  s t e a d y  f 1 0 \ · ,  
i n  d u c t s " ,  J .  C a m p .  P h y s i c s , l ± ,  8 - 2 8 ,  ( 1 9 7 4 ) .  
A p p e n d i x  B  
S i m u l a t i o n  o f  I n t e r n a l  S w i r l i n g  
F l o w  U s i n g  M i x i n g  L e n g t h  a n d  
k  - E  T u r b u l e n c e  M o d e l s  
P r o c .  I n t .  S y m p .  C o m p .  F l u i d  D y n .  i n  T o k y o  ( E d .  K .  O s h i m a ) ,  N o r t h  H o l -
l a n d , A m s t e r d a m , 1 9 8 6 , p p  7 4 0 - 7 5 1  
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S I M U L A T I O N  O F  I N T E R N A L  S W I R L I N G  F L O W  W I T H  
M I X I N G  L E N G T H  A N D  K - <  T U R B U L E N C E  M O D E L S  
S . W .  A r m f i e l d  a n d  C . A . J .  F l e t c h e r  
D e p a r t m e n t  o f  M e c h a n i c a l  E n g i n e e r i n g ,  U n i v e r s i t y  o f  S y d n e y  
N . S . W .  2 0 0 6 ,  A u s t r a l i a  
S u m m a r y  
I n t e r n a l  s w i r l i n g  f l o w  i n  a  d i f f u s e r  i s  m o d e l l e d  u s i n g  a  r e d u c e d  f o r m  o f  
t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s .  A n  e f f i c i e n t  s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m  m a r c h i n g  i n  
1 9 8  
t h e  s t r e a m - w i s e  d i r e c t i o n  i s  d e v e l o p e d .  F o r  h i g h  R e y n o l d s  n u m b e r  f l o w .  t u r b u l e n c e  
q u a n t i t i e s  a r e  r e p r e s e n t e d  u s i n g  R e y n o l d s  s t r e s s  t e r m s .  A n  e d d y  v i s c o s i t y  c o n s -
t r u c t i o n  i s  u s e d  t o  m o d e l  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s  t e r m s  a n d  e n a b l e  t h e  e q u a t i o n s  t o  
b e  s o l v e d .  T w o  a p p r o a c h e s  a r e  u s e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  e d d y  v i s c o s i t y ,  a  z e r o -
e q u a t i o n  o r  m i x i n g - l e n g t h  m e t h o d ,  a n d  a  t w o - e q u a t i o n  o r  K-~ m e t h o d .  T h e  r e s u l t s  
o f  b o t h  m e t h o d s  a r e  c o m p a r e d  w i t h  e x p e r i m e n t a l  d a t a  f o r  f l o w  i n  a n  e i g h t  d e g r e e  
t o t a l  i n c l u d e d  a n g l e  d i f f u s e r .  I t  i s  s h o w n  t h a t  f o r  s u c h  a  f l o w  t h e  z e r o -
e q u a t i o n  m o d e l  p r o d u c e s  r e s u l t s  o f  a  c o m p a r a b l e  a c c u r a c y  t o  t h e  t w o - e q u a t i o n  
m o d e l ,  b u t  w i t h  a n  a c c o m p a n y i n g  s a v i n g  i n  c o m p u t i n g  t i m e .  
1 .  I n t r o d u c t i o n  
I t  h a s  b e e n  s h o w n  ( B r i l e y ,  1 9 7 4 )  t h a t  n o n - s w i r l i n g  i n t e r n a l  f l o w s  i n  d u c t s  
a n d  p i p e s  c a n  o f t e n  b e  p r e d i c t e d  u s i n g  a  r e d u c e d  f o r m  o f  t h e  N a v i e r - S t o k e s  
e q u a t i o n s .  T h i s  r e d u c t i o n  e n a b l e s  t h e  e q u a t i o n s  t o  b e  s o l v e d  n u m e r i c a l l y  u s i n g  a  
s i n g l e - s w e e p  a l g o r i t h m  m a r c h i n g  i n  t h e  a x i a l  d i r e c t i o n .  S u c h  a n  a l g o r i t h m  h a s  
t h e  a d v a n t a g e  o f  d e c r e a s i n g  t h e  c o m p u t e r  t i m e  a n d  s t o r a g e  r e q u i r e d ,  c o m p a r e d  t o  
t h a t  r e q u i r e d  t o  s o l v e  t h e  f u l l  e q u a t i o n s  u s i n g  a  m u l t i - s w e e p  a l g o r i t h m .  
A r m f i e l d  a n d  F 1 e t c h e r  ( 1 9 8 5 a )  s h o w  t h a t  t h e  r e d u c t i o n  i s  o n l y  p o s s i b l e  w h e n  
t h o s e  t e r m s  d r o p p e d  a r e  s m a l l  e n o u g h  s o  a s  t o  n o t  c o n t r i b u t e  s i g n i f i c a n t l y  t o  t h e  
f l o w  b e h a v i o u r .  T h e  t e r m s  r e m o v e d  a r e  t h e  a x i a l  d i f f u s i o n  t e r m s  a n d  a l l  c r o s s -
s t r e a m  v e l o c i t y  t e r m s  i n  t h e  c r o s s - s t r e a m  m o m e n t u m  e q u a t i o n .  B y  r e m o v i n g  t h e s e  
t e r m s ,  o n  a n  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  b a s i s ,  { A r m f i e l d  a n d  F l e t c h e r  ( 1 9 8 5 a ) ) ,  t h e  
e l l i p t i c  c h a r a c t e r  o f  t h e  f u l l  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  i s  e l i m i n a t e d  { A r m f i e l d  
a n d  F l e t c h e r  ( 1 9 8 5 b ) .  t h u s  a l l o w i n g  t h e  r e d u c e d  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  t o  b e  
s o l v e d  a s  a n  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m  i n  t h e  a x i a l  d i r e c t i o n .  T h e  o r d e r - o f -
m a g n i t u d e  a n a l y s i s  s h o w s  t h a t  t h e  t e r m s  t o  b e  d r o p p e d  a r e  s m a l l  w h e n  t h e  f l o w  
h a s  m i n i m . : l  u p s t r e a m  i n f l u e n c e .  T h i s  l i n e a r l y  p a r a b o l i c "  r e q u i r e m e n t  l i m i t s  t h e  
p r e d i c t i o n  t o  n o n - r e v e r s i n g  f l o w s ,  a s  o t h e r w i s e  u p s t r e a m  b e h a v i o u r  i s  i n f l u e n c e d  
s i g n i f i c a n t l y .  T h u s ,  f l o w s  w i t h  a  s t r o n g  s w i r l  a r e  excluded~e.g. K a r a s h i m a  a n d  
Kitama~ ( 1 9 8 4 ) .  A n  e f f i c i e n t  i m p l i c i t  m a r c h i n g  a l g o r i t h m  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  t o  
s o l v e  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s  ( A r m f i e l d  a n d  F l e t c h e r  ( 1 9 8 5 a ) .  I n  t h e  p r e s e n t  
1 9 9  
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p a p e r ,  t h e  p r e d i c t i o n s  o f  t w o  t u r b u l e n c e  m o d e l s  f o r  s w i r l i n g  d i f f u s e r  f l o w  a r e  
c o m p a r e d  w h e n  t h e  f l o w  i s  s u c h  t h a t  t h e  " n e a r l y  p a r a b o l i c "  c r i t e r i o n  i s  f u l f i l l e d .  
T h e  t w o  t u r b u l e n t  m o d e l s  c o n s i d e r e d  a r e :  
( a )  A n  a l g e b r a i c  e d d y  v i s c o s i t y  m o d e l  i n  w h i c h  a  m i x i n g  l e n g t h  o b t a i n e d  f r o m  a  
v a n  D r i e s t  f o r m u l a t i o n  i s  u s e d  i n  t h e  i n n e r ,  n e a r - w a l l  r e g i o n ,  a n d  a  C l a u s e r  
f o r m u l a t i o n  i n  t h e  n e a r _ a x i s  r e g i o n .  
C b )  A  K - s  m o d e l  i n  w h i c h  t r a n s p o r t  e q u a t i o n s  a r e  s o l v e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  t u r b u -
l e n t  k i n e t i c  e n e r g y ,  K .  a n d  t h e  t u r b u l e n t  d i s s i p a t i o n ,  € .  A  m i x i n g  l e n g t h  a p p r o -
x i m a t i o n  i s  u s e d  t o  p r o v i d e  i n i t i a l  a n d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  K  a n d  £  f i e l d s .  
T h e  r e s t  o f  t h e  p a p e r  i s  a s  f o l l o w s :  S e c t i o n  2  g i v e s  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  
a n d  t h e  c o - o r d i n a t e  s y s t e m s .  T h e  m e t h o d  o f  s o l u t i o n  i s  o u t l i n e d  i n  S e c t i o n  3 .  
D e t a i l s  o f  t h e  t w o  t u r b u l e n c e  m o d e l s  a r e  g i v e n  i n  S e c t i o n  4 .  C o m p a r i s o n  o f  
r e s u l t s  f o r  b o t h  t u r b u l e n c e  m o d e l s  w i t h  e a c h  o t h e r  a n d  w i t h  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s .  
t o g e t h e r  w i t h  c o m p u t a t i o n a l  d e t a i l s  a n d  a  d i s c u s s i o n  i s  p r e s e n t e d  i n  S e c t i o n  j .  
2 .  R e d u c e d  N a v i e r - S t o k e s  E q u a t i o n s  
F o r  f l o w  c o n f i g u r a t i o n s  w i t h  a  p r e d o m i n a n t  v e l o c i t y  d i r e c t i o n  t h e  a x i a l  
d i f f u s i o n  t e r m s .  a n d  t h e  c r o s s  s t r e a m  v e l o c i t y  t e r m s  i n  t h e  c r o s s  s t r e a m  m o m e n -
t u m  e q u a t i o n .  c a n  b e  r e m o v e d  f r o m  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s .  T h e  r e s u l t ,  f o r  
a x i s y m m e t r i c  f l o w  i n  c y l i n d r i c a l  c o - o r d i n a t e s .  i s ,  
I  
u u  +  v u  - P  +  - R  [ u  +  u  /  r ]  ,  
x  r  x  e  r r  r  
p  " "  w
2
/ r  
r  
I  
v w  +  u w  +  v w / r  - - R  ( w  +  w  / r  - w / r
2
]  ,  
r  x  e  r r  r  
C r v ) r  +  r u
x  
=  0  .  
W h i c h ,  w i t h  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  u C R . x )  =  v C R . x )  " "  w ( R , x )  =  0 ,  
u r ( D , x )  =  v ( D , x )  =  w ( D , x )  =  D ,  u ( r , D )  =  f ( r ) ,  w ( r , D )  =  g ( r ) ,  v ( r , D )  =  D ,  
( 1 )  
(  2 )  
( 3 )  
( 4 )  
p r o v i d e  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  t o  b e  s o l v e d  n u m e r i c a l l y .  I n  t h e  a b o v e  e q u a t i o n s  
s u b s c r i p t s  d e n o t e  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a t i o n ,  x  i s  t h e  a x i a l  o r d i n a t e ,  r  i s  t h e  
c r o s s - s t r e a m  o r d i n a t e ,  u  i s  t h e  a x i a l  v e l o c i t y .  v  i s  t h e  r a d i a l  v e l o c i t y ,  w  i s  
t h e  c i r c u m f e r e n t i a l  v e l o c i t y ,  a n d  p  i s  t h e  p r e s s u r e .  T h e  R e y n o l d s  n u m b e r ,  R e ,  
i s  d e f i n e d  a s ,  
R e  " "  p D i i  
"  
w h e r e  D  i s  t h e  p i p e  d i a m e t e r  a n d  u  i s  t h e  m e a n  a x i a l  v e l o c i t y  a t  t h e  i n l e t .  
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A s  i s  s h o w n  i n  F i g .  ( 1 )  t h e  d o m a i n  i s  c o m p o s e d  o f  a  c y l i n d e r  f o l l o w e d  b y  
c o n i c a l  d i f f u s e r ,  w i t h  s p h e r i c a l  c o - o r d i n a t e s  b e i n g  u s e d  i n  t h e  d i f f u s e r .  ( A r m -
f i e l d  ( 1 9 8 5 ) ) .  
~ -~ 
8  
"  
. . . . . . .  - - - - _ _ _ _ _ _ _  o x i s  
- -
. . . . . . .  - . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
- - - -
_  C y l i n d r i c a l  S e c t i o n  
( c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  x ,  r ,  4 ' )  
D i f f u s e r  S e c t i o n  
- ( s p h e r i c a l  
c o o r d i n a t e s  Ils,~.9) 
F i g .  1 .  C o - o r d i n a t e  S y s t e m s  
3 .  M e t h o d  o f  S o l u t i o n  
A  r e c t a n g u l a r  m e s h  h a v i n g  v a r i a b l e  ~x a n d  6 r  i s  u s e d  i n  t h e  c y l i n d r i c a l  
s e c t i o n ,  i n  t h e  d i f f u s e r  s e c t i o n  a  r a d i a l  m e s h  i s  u s e d  w i t h  v a r i a b l e  ~xs a n d  
6 6  ( F i g .  ( 2 ) ) .  
I n  b o t h  r e g i o n s .  t h e  s u b s c r i p t  i  i n d i c a t e s  l o c a t i o n  i n  t h e  r a d i a l  d i r e c t i c  
w i t h  i = 1  t h e  a x i s ,  a n d  t h e  s u p e r s c r i p t  n  i n d i c a t e s  l o c a t i o n  i n  t h e  a x i a l  
d i r e c t i o n .  
r  
R a d i a l  d e r i v a t i v e s  a r e  d i s c r e t i z e d  a s ,  
( ' i + l  - ' 1 _ 1 ) / ( 6 r
1
+
1  
+  6 r
i
)  +  0 ( 6 r ) 2 ,  
r r  ~ [ ( ' i + l  - ' 1 ) / 6 r
i
+
1  
- ( ' 1  - ' i _ l ) / 6 r
i
] / ( 6 r
1
+
1  
+  6 r
1
) / 2  +  0 ( 6 r ) 2 .  
A l l  v a r i a b l e s  a r e  k n o w n  a t  a l l  l e v e l s  u p  t o  a n d  i n c l u d i n g  n .  T h e  v a r i a b l e  
a t  l e v e l  n + l  a r e  o b t a i n e d  a s  f o l l o w s :  
1 .  
n - 1  
n  
n . 1  
- - - - -
_ 4 x n  
-
j  
4 r j  
t  
- 4  -
a x i s .  r :  r
T  
- - - - - - - - - 1 - - - - -
i - I  
n _ 1  
n  
n  . 1  
A ' x ; f f _ - L : :  
i . 1  
- C y l i n d r i c a l  S e c t i o n  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
F i g .  2 .  G r i d  N o t a t i o n  
D i f f u s e r  S e c t i o n  
( x '  i s  m e a s u r e d  
f r o m  o r i g i n  o f  
s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s )  
i .  i - I  
t . 9
j  
t  
i  . 1  
T h e  d i s c r e t i z e d  v e r s i o n  o f  e q n ( 3 )  i s  u s e d  t o  o b t a i n  w
n
+
1  
b y  f i r s t  o f  a l l  
c a l c u l a t i n g  6 w
n
+
1  
f r o m ,  
n  
[ r  ~x - }  L ( v
n
) ]  6 w
n
+
1  
=  L(wn~ v n ) ,  
n  n .  n  n  n  n  1  n  n  w
n  
w h e r e  L ( w  ~ v  ) ,  t h e  d 1 . f f e r e n c e  o p e r a t o r  o f  ( - v  w  - v  w  ! r + - [ w  - w  ! r - - D ,  
r  r  R e  r r  r  r 2  
i s  l i n e a r  i n  w n .  T h e  s o l u t i o n ,  wn+l~ f o l l o w s  f r o m ,  
w
n
+
1  
w
n  
+  l ! . w
n
+
1
•  
2 0 1  
( 5 )  
I t .  T h e  t e r m  u
n
+
1  
i s  o b t a i n e d  f r o m  a  d i s c r e t i z e d  v e r s i o n  o f  e q n ( l )  f o r  6 u
n
+
1
,  
n  
[ r  - " - - _  1  
~x 2  G(vn)l~un+l 
n + 1  n  n  
-~ +  G ( u  ,  v  )  
z  ~x 
w h e r e  G ( u
n
,  v n ) .  t h e  d i f f e r e n c e  o p e r a t o r  
l i n e a r  i n  u n .  
( 6 )  
n  n  1  n  n  .  
o f  ( - v  u  +  - R  [ u  +  u  ! r 1  ~ 1 . S  
r  e  r r  r  
n + 1  .  n + 1  
A t  t h i s  s t a g e ,  l ! . p  1 S  n o t  k n o w n  a n d  m u s t  b e  o b t a i n e d  t o  e n a b l e  l ! . u  t o  
b e  c a l c u l a t e d .  T o  d o  t h i s .  6 p n + 1  i s  s p l i t  a s .  
l ! . p n + l  
A  n + 1  +  A  n + 1  
u p  1  u p r  
2 0 2  
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~I ~I ~. 
w h e r e  6 P l  i s  t h e  r a d i u s  i n d e p e n d e n t  c o m p o n e n t  o f  6 p  J  a n d  6 p r  ~s t h e  
r a d i u s  d e p e n d e n t  c o m p o n e n t .  
F i r s t l y ,  6P~+1 m a y  b e  c a l c u l a t e d  e x a c t l y  u s i n g  a  c o n s t r a i n t  f o r  i n t e r n a l  
f l o w s  a r i s i n g  f r o m  e q n ( 4 ) .  I f  e q n ( 4 )  i s  i n t e g r a t e d  o v e r  a  c r o s s  s e c t i o n  o f  t h e  
f l o w ,  w e  o b t a i n  
r  
r u
x  
d r  0  
( 7 )  
o  
w h i c h  i s  t h e  m a s s  f l o w  c o n s t r a i n t .  
U s i n g  e q n ( 6 ) ,  a n  e x p r e s s i o n  f o r  l l X  m a y  b e  s u b s t i t u t e d  i n t o  e q n ( 7 ) ,  g i v i n g  
( B r i l e y  ( 1 9 7 4 ) ) ,  
J
R  
n + 1  n + 1  n  n  
Q ( - 6 P
I  
- 6 p r  +  6 x  G ( u  ,  v  )  d r  
0 ,  
( 8 )  
o  
w h e r e  Q  i s  t h e  i n v e r s i o n  o f  t h e  o p e r a t o r  o n  t h e  l e f t  h a n d  s i d e  o f  e q n ( 6 ) .  S i n c e  
6P~+1 i s  i n d e p e n d e n t  o f  r  e q n (  8 )  m a y  b e  m a n i p u l a t e d  t o  g i v e ,  
t  ~I 
Q C - 6 p r  + 6 x G ( u
D
•  V D )  d r  
n + 1  0  
A P
I  
. - -
r  Q  d r  
( 9 )  
0  
T o  f i n d  6 p r n + l  
e q n ( 2 )  i s  i n t e g r a t e d  a s ,  
A p r  
n + 1  
r  
[ ( < < , , + 1 ) 2
r
- ( < < " ) 2 ]  
d r  
( 1 0 )  
0  
I n  t h i s  w a y ,  s i n c e  w
n
+
1  
i s  a l r e a d y  k n o w n ,  p r
n
+
1  
i s  o b t a i n e d  d i r e c t l y .  
S i n c e  p n + l  h a s  n o w  b e e n  e v a l u a t e d .  i t  c a n  b e  s u b s t i t u t e d  i n t o  e q n ( 1 0 )  t o  
g i v e  u
n
+
1
.  
I l l .  T h e  d i s c r e t i z e d  v e r s i o n  o f  t h e  c o n t i n u i t y  e q u a t i o n .  e q n ( 4 )  i s  u s e d  t o  
n + 1  n + l  .  (  
o b t a i n  v  o n c e  u  ~s k n o w n  ( A r m f i e 1 d  a n d  F 1 e t c h e r  1 9 8 5 a ) )  
4 .  T u r b u l e n c e  M o d e l s  
T o  a c c o u n t  f o r  t u r b u l e n t  f l u c t u a t i o n s .  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  ( 1 )  t o  ( 4 )  
a r e  w r i t t e n  i n  t e r m s  o f  m e a n  f l o w  a n d  f l u c t u a t i n g  q u a n t i t i e s  a n d  a v e r a g e d .  T h e  
r e s u l t .  a f t e r  a n  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  a n a l y s i s .  ( A r m f i e l d ,  ( 1 9 8 5 ) )  i s ,  
i i  u  +  V U " "  - p  +  ~ [ u  +  u  I r ]  +  e u ' v ' )  
x  r  x  R e  r r  r  r  
P  
" "  w
2
/ r  
r  '  
u ' v '  
+  
r  
( 1 1 )  
( 1 2 )  
2 0 3  
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v w + u w + v w  
r  x  r  R  
[ w  +  w  I r  - w / r 2 ]  +  ( W r V ' )  +  2  ( w ' v ' )  
e  r r  r  r  r  
( 1 3 )  
( r v )  +  (r~) 
r  x  
( 1 4 )  
A s  c a n  b e  s e e n  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  e q n s ( l )  t o  ( 4 )  a n d  e q n s ( l l )  t o  ( 1 4 )  i s  
t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s  t e r m s ,  u ' v '  a n d  w ' v ' ,  i n  t h e  l a t t e r .  T o  
s o l v e  t h e  s e t  o f  e q n s ( l l )  t o  ( 1 4 )  t h e s e  t e r m s  m u s t  b e  r e l a t e d  t o  t h e  m e a n  f l o w  
q u a n t i t i e s .  T h i s  i s  d o n e  u s i n g  a n  e d d y  v i s c o s i t y  a p p r o a c h .  w h e r e b y  u l v '  i s  
r e l a t e d  t o  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  g r a d i e n t ,  a n d  w ' v '  i s  r e l a t e d  t o  t h e  c i r c u m f e r e n t i a l  
v e l o c i t y  g r a d i e n t  i n  t h e  f o l l o w i n g  w a y .  
u ' v '  
W r y '  
x  
( l ;  )  u
r
'  
(,~)(w - w / r ) ,  
r  
( 1 5 )  
( 1 6 )  
w h e r e  . ; X  i s  t h e  a x i a l  e d d y  v i s c o s i t y ,  a n d  . ; 9  i s  t h e  c i r c u m f e r e n t i a l  e d d y  v i s c o s i t y .  
E q u a t i o n s  ( 1 5 )  a n d  ( 1 6 )  f o r m a l l y  d e f i n e  . ; X  a n d  .;~. 
T h e  e x p r e s s i o n  f o r  u l v '  i s  i n c l u d e d  i n  t h e  G  o p e r a t o r ,  S e c t i o n  3  e q n ( 6 ) ,  a n d  
t h a t  f o r  w ' v '  i n  t h e  L  o p e r a t o r ,  e q n ( S ) .  H e n c e .  o n c e  ~x a n d  ~~ a r e  o b t a i n e d  t h e  
m e t h o d  o f  s o l u t i o n  i s  e x a c t l y  t h a t  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  3 .  T h e  t w o  m e t h o d s  o f  
o b t a i n i n g  t h e  e d d y  v i s c o s i t i e s  f o l l o w .  
I .  A l g e b r a i c  E d d y  V i s c o s i t y  
I n  t h i s  m e t h o d  t h e  t u r b u l e n t  b o u n d a r y  l a y e r  i s  c o n s i d e r e d  t o  c o n s i s t  o f  t w o  
r e g i o n s .  a n  i n n e r  o r  near~wall r e g i o n  o c c u p y i n g  a b o u t  1 0  p e r c e n t  o f  t h e  f l o w .  a n d  
a n  o u t e r  r e g i o n  o c c u p y i n g  t h e  r e s t .  
A  m i x i n g  l e n g t h  f o r m u l a t i o n  i s  u s e d  i n  t h e  i n n e r  r e g i o n .  T w o  c h a r a c t e r i s t i c  
l e n g t h s  a r e  c a l c u l a t e d ,  t X .  r e l a t e d  t o  t h e  a x i a l  v e l o c i t y ,  a n d  t~. r e l a t e d  t o  t h e  
c i r c u m f e r e n t i a l  v e l o c i t y .  T h e  e x p r e s s i o n s  f o r  t
X  
a n d  t~ a r e ,  ( K o o s i n l i n  a n d  
L o c h w o o d  ( 1 9 7 3 ) ) ,  
i
X  
:  K  R  i n  
R e  '~/Al ]  
i n  [ f ]  G  - e x p  [ - R i n  [ f ]  R e  , ; / A ]  J  
[ f ]  ~ 
- e x p  
[ - R i n  [ f l  
.e~ :  K  R  
( 1 7 )  
( 1 8 )  
w h e r e  t h e  v a n  K a r m a n  c o n s t a n t ,  K  0 . 4 1 ,  a n d  A  i s  a  p r e s s u r e  g r a d i e n t  c o r r e c t i o n  
t e r m  o f  t h e  f o r m .  
A  _  2 6  
1 1 . 8 ( u  ( u  )  ) ) "  
a  a  x  
( l  -
A s  c a n  b e  s e e n  t h e  d i f f e r e n t  b e t w e e n  t
X  
a n d  l~ a r i s e s  i n  t h e  f o r m  o f  t h e  v a n  
D r i e s t  d a m p i n g  e x p r e s s i o n .  
I n  e q n ( 1 7 )  i t  c o n t a i n s  T~ ,  t h e  w a l l  s h e a r  s t r e s s  o f  
x w  
. .  " " ; " " - " » j o > ¥ . ' : -
,~ 
·:;r1<,:!j~-·"" ; :  ~~'.~ •  , , , - ,  •  . f Y ; '  ' " P - ".~~~": ~!; - , , - ' ;  , , "  ~,>~~~~~.~'l:;('_."._~ , . . . , « ' \  
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t h e  a x i a l  v e l o c i t y .  w h e r e a s  e q n ( 1 8 )  c o n t a i n s  T J w '  t h e  w a l l  s h e a r  s t r e s s  o f  t h e  
c i r c u m f e r e n t i a l  v e l o c i t y .  O n c e  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  l e n g t h s  h a v e  b e e n  c a l c u l a t e d  
t h e  e d d y  v i s c o s i t y ,  S ,  i s  o b t a i n e d  a s ,  
s  
i  t 2  [ c U
r
) 2  +  [~l H ¥ l r l T  
( 1 9 )  
w h e r e  a  =  s X j f , Q  
I f  . t  e q u a l s  . t
x  
t h e n  f , x  i s  o b t a i n e d ,  i f  t  e q u a l s  , t ± l  t h e n  f , < ¥  i s  o b t a i n e d .  
I n  t h e  o u t e r  r e g i o n ,  t h e  e d d y  v i s c o s i t y  i s  o b t a i n e d  v i a  a  C l a u s e r  f o r m u l a -
t i o n  a s ,  
s '  =  ;~ =  . 0 1 6 8  8  
*  
U  
a  
•  
r  
q t  )  c l r  
w h e r e  c S  
r ( l  
u
a  
0  
a n d  q 2  u
2  
+  w
2  
t  '  
w i t h  u  u  a t  t h e  a x i s .  
a  
( 2 0 )  
C h a n g e  o v e r  i s  m a d e  f r o m  e q n ( l 9 )  t o  e q n ( 2 0 )  whe~1 t h e  e d d y  v i s c o s i t y  i n  t h e  
i n n e r  r e g i o n  i s  e q u a l  t o  o r  g r e a t e r  t h a n  t h a t  i n  t h e  o u t e r  r e g i o n .  H e n c e ,  t h e  
e d d y  v i s c o s i t y  i s  a p p r o x i m a t e d  b y  a n  a n i s o t r o p i c  f o r r : m l a t i o n  i n  t h e  i n n e r  r e g i o n ,  
w h i c h  c h a n g e s  o v e r  t o  a n  i s o t r o p i c  f o r m u l a t i o n  i n  t h e  o u t e r  r e g i o n .  
1 1 .  K - s  M o d e l  
T h e  K - s  m o d e l  u s e s  t r a n s p o r t  e q u a t i o n s  t o  o b t a i n  t h e  t u r b u l e n t  k i n e t i c  
e n e r g y  K ,  a n d  t h e  t u r b u l e n t  d i s s i p a t i o n ,  s .  O n c e  t h e s e  a r e  k n o w n  t h e  e d d y  v i s -
c o s i t y  i s  o b t a i n e d  a s ,  
s  
C D  K 2  
s  
( 2 l )  
w h e r e  C D  i s  a n  e m p i r i c a l l y  d e t e n n i n e d  f u n c t i o n ,  w h i c h  i s  g i v e n  i n  T a b l e  1 .  
K  a n d  s  a r e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  f o l l o w i n g  t r a n s p o r t  e q u a t i o n s  ( S a u n d e r ,  P r i d d i n  
a n d  S h a r m a .  ( 1 9 7 6 ) ) .  
u K  +  v K  
x  r  
u s  +  v s  
x  r  
C r C s x / o
k  
+  l i R e )  
- 2 ( K " ) ' / R e ,  
r  
K  )  / r  +  ; x C u  ) '  +  ; 0  ( w  - w / r ) '  - s  
r  r  r  r  
( 2 2 )  
x  x - 2  q , - - 2  . . . ,  
( r C s  / 0  +  l / R e ) s  )  / r  +  C B ( ;  ( u )  +  S  ( w  - w / r )  ) s / K  - C E s - / K  
s  r  r  r  r  
+ 2  s X { [ ( u  ) '  +  C r ( w / r )  ) ' l " } ' / R e .  ( 2 3 )  
r  r  r  
V a l u e s  f o r  C B ,  C E ,  O K  a n d  O s  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  1 .  T h e  a b o v e  e q u a t i o n s  a r e  
v a l i d  i n  b o t h  t h e  h i g h  R e y n o l d s  n u m b e r  r e g i o n  o f  t h e  f l o w ,  a n d  t h e  n e a r  w a l l  l o w  
R e y n o l d s  n u m b e r  r e g i o n  ( J o n e s  a n d  L a n d e r ,  ( 1 9 7 2 ) ) .  
2 0 3 a  
u  
1  
a  
t  
e  
5  
.  ~; 
c  . 1 :  
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I n  o r d e r  t o  s o l v e  e q u a t i o n s  ( 2 2 )  a n d  ( 2 3 )  b o u n d a r y  a n d  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  
m u s t  b e  s p e c i f i e d  f O T  K  and~. T h e  a x i s y m m e t r i c n a t u r e  o f  t h e  f l o w s  m e a n s  t h a t  
K  £  =  0  a t  t h e  a x i s .  A t  t h e  e n t r a n c e ,  t h e  t u r b u l e n t  k i n e t i c  e n e r g v  h a s  b e e n  
r  r  -
a s s u m e d  t o  b e  t e n  p e r c e n t  o f  t h e  t o t a l  k i n e t i c  e n e r g y .  £  a t  t h e  e n t r a n c e  i s  t h e n  
c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  m i x i n g  l e n g t h  a p p r o x i m a t i o n  g i v e n  i n  P a r t  I  o f  t h i s  s e c t i o n .  
T o  p r o v i d e  b o u n d a r y  v a l u e s  a t  t h e  w a l l  f o r  K  a n d  £  t h e  m i x i n g  l e n g t h  m e t h o d  i s  
u s e d  t o  g i v e  v a l u e s  f o r  K  a n d  E  a t  a  p o i n t  o n e  n o d e  i n  f r o m  t h e  w a l l .  
S i n c e  t h e  f f i l X l n g  l e n g t h  t h e o r y  d e s c r i b e d  i n  P a r t  I  g i v e s  a n i s o t r o p i c  m i x i n g  
l e n g t h s ,  I X  a n d  l~, t h i s  w i l l  l e a d ,  v i a  t h e  n e a r  w a l l  b o u n d a r y  c o n d i t i o n ,  t o  
a n i s t T o p i c  d i s s i p a t i o n s ,  E X  a n d  E~. A d d i t i o n a l l y ,  w h e n  ~~ i s  b e i n g  c a l c u l a t e d  
t h e  t e r m  ~X/0E o n  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e "  o f  e q n ( 2 3 )  i s  r e p l a c e d  b y  ;~/cr£. I n  t h e  
e v a l u a t i o n  o f  K ,  e q n ( 2 2 ) ,  ~x i s  u s e d  f o r  t h e  d i s s i p a t i o n .  
I n  T a b l e  1 .  R r  =  C D  R e  K 2 / S  ( T u r b u l e n t  R e y n o l d s  N u m b e r )  
( S a u n d e r ,  P r i d d i n  a n d  S h a r m a ,  ( 1 9 7 6 )  
C D  0 . 0 9  L X P ( - 2 . S / ( 1  +  R
T
/ 5 0 ) )  
C B  1 . 5 5  
C E  2 . 0  ( 1 . 0  - 0 . 3  EXP(-~)) 
O K  
1 . 0  
a  1 . 3  
£  
T a b l e  1 .  V a l u e s  o f  T u r b u l e n c e  N o d e l  F u n c t i o n s  
5 .  R e s u l t s  a n d  D i s c u s s i o n  
R e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d  f o r  s w i r l i n g  a n d  n o n - s t d r l i n g  t u r b u l e n t  d i f f u s e r  f l o w .  
T o  o b t a i n  t h e  r e s u l t s ,  t h e  c o m p u t a t i o n a l  d o m a i n  w a s  d i v i d e d  i n t o  a  m e s h  w i t h  
a p p r o x i m a t e l y  f i f t y  p o i n t s  i n  t h e  r a d i a l  d i r e c t i o n ,  d i s t r i b u t e d  s o  a s  t o  p l a c e  
t w e n t y  p o i n t s  i n  t h e  t e n  p e r c e n t  o f  t h e  f l o w  n e a r e s t  t h e  w a l l .  A n  a x i a l  s t e p  
s i z e  o f  0 . 0 5  o f  a  d i a m e t e r  i s  u s e d  i n  r e g i o n s  o f  h i g h  a x i a l  v e l o c i t y  g r a d i e n t .  
F i g .  3  p r e s e n t s  r e s u l t s  f o r  n o n - s w i r l i n g  f l o w  i n  a  1 0 0  t o t a l  i n t e r n a l  a n g l e  
d i f f u s e r .  T h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  a r e  t h o s e  o f  F r a s e r  ( 1 9 6 8 )  o b t a i n e d  a t  a  R e y n o l d s  
n u m b e r  o f  3 8 6 , 0 0 0 .  T h e  f i r s t  p r o f i l e  g i v e n  i s  a t  t h e  d i f f u s e r  e n t r a n c e ,  a n d  
c o n s i s t s  o f  a n  i n v i s c i d  c o r e  p l u s  d e v e l o p i n g  b o u n d a r y  l a y e r .  T h e  s e c o n d  p r o f i l e  
i s  a t  a  p o i n t  a p p r o x i m a t e l y  1 . 4  d i a m e t e r s  d o w n  t h e  d i f f u s e r .  I n  t h i s  p r o f i l e  i t  
c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  m i x i n g  l e n g t h  m e t h o d  s l i g h t l y  o v e r p r e d i c t s  t h e  g r a d i e n t  a t  
t h e  w a l l ,  w i t h  a n  a c c o m p a n y i n g  u n d e r p r e d i c t i o n  f o r  v e l o c i t y  a t  t h e  a x i s .  T h e  
K - s  m o d e l  a p p e a r s  t o  g i v e  a  s l i g h t l y  b e t t e r  p r e d i c t i o n ,  a l t h o u g h  b o t h  m e t h o d s  
a r e  w e l l  w i t h i n  t e n  p e r c e n t  o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  .  
2 0 3 b  
> -
> -
u  
0  
- '  
w  
>  
" "  
" "  
" "  
- , 1 1 1  
C l :  
X  
C l :  
< S l  
" "  
< S l  ;  
x  7 0 = - 0 - . 0  
- 9  -
~=RESULTS O F  F R R S E R  
D = P I P E  D I R M E T E R  
B R O K E N  L I N E = R L G E B R R I C  M E T H O D  
S O L I D  L I N E  =  K - E  M E T H O D  
~ 1 0 = - 1 :  4  - - - - - - - - - - - - -
"  
"  
,  
,  
\  
\  
\  
< S l l  I  
0 . 0 0  0 . 5 0  1 . 0 0  
R R O I U S  
F i g .  3 .  A x i a l  V e l o c i t y  P r o f i l e s  f o r  N o n - S w i r l i n g  D i f f u s e r  F l o w  
2 0 4  
T o  c o m p a r e  t h e  m e t h o d s  f o r  s w i r l i n g  f l o w  t h e  r e s u l t s  o f  S o  ( 1 9 6 4 )  a r e  u s e d .  
S o  p r e s e n t s  r e s u l t s  f o r  t u r b u l e n t  s w i r l i n g  f l o w  i n  a n  8 °  c o n i c a l  d i f f u s e r  a t  a  
R e y n o l d s  n u m b e r  o f  3 8 8 , 0 0 0 .  F i g .  4  s h o w s  a x i a l  v e l o c i t y  p r o f i l e s ,  t h e  f i r s t  p r o -
f i l e  i s  a t  a  p o i n t  h a l f  a  d i a m e t e r  i n s i d e  t h e  d i f f u s e r .  t h e  s e c o n d  a t  a  p o i n t  
a p p r o x i m a t e l y  s i x  d i a m e t e r s  i n s i d e  t h e  d i f f u s e r .  T h e  e f f e c t  o f  s w i r l  o n  t h e  
f l o w  c a n  c l e a r l y  b e  s e e n  b y  t h e  d r o p  i n  v e l o c i t y  a t  t h e  a x i s .  
Q u a l i t a t i v e l y  t h e  d i f f e r e n c e  i n  t h e  t w o  m e t h o d s  i s  t h e  s a m e  a s  f o r  n o n -
s w i r l i n g  f l o w .  T h e  m i x i n g  l e n g t h  a p p r o x i m a t i o n  g i v e s  a  s l i g h t l y  h i g h e r  g r a d i e n t  
a t  t h e  w a l l .  I n  t h i s  c a s e  w i t h o u t  m o r e  n e a r  w a l l  d a t a  p o i n t s  i t  w o u l d  b e  d i f f i -
c u l t  t o  s a y  w h i c h  m e t h o d  g i v e s  b e t t e r  p r e d i c t i o n .  N o n e t h e l e s s ,  b o t h  m e t h o d s  a r e  
w e l l  w i t h i n  t e n  p e r c e n t  o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  v a l u e s .  
S w i r l  p r o f i l e s  a r e  c o m p a r e d  i n  F i g .  5 .  O n c e  a g a i n  i t  a p p e a r s  t h e  m i x i n g  
l e n g t h  p r o d u c e s  a  l a r g e r  g r a d i e n t  a t  t h e  w a l l .  B o t h  m e t h o d s  a p p e a r  s i m i l a r ,  
a l t h o u g h  t h e  K - £  m o d e l  d o e s  g i v e  a  s l i g h t l y  b e t t e r  p r e d i c t i o n .  
T h e  e d d y  v i s c o s i t y  p r o f i l e s  a t  a  p o i n t  a p p r o x i m a t e l y  6  d i a m e t e r s  d o w n  t h e  
d i f f u s e r  a r e  s h o w n  i n  F i g .  6 .  A s  c a n  b e  s e e n ,  t h e  m i x i n g  l e n g t h  f o r m u l a t i o n  
g i v e s  a  v e r y  s i m p l e  e d d y  v i s c o s i t y  d i s t r i b u t i o n  a s  i s  t o  b e  e x p e c t e d .  A l s o ,  
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R R D I U S  
F i g .  6 .  E d d y  V i s c o s i t y  P r o f i l e s  f o r  S w i r l i n g  D i f f u s e r  F l o w  
t h e r e  i s  v i r t u a l l y  n o  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  a x i a l - r e l a t e d  a n d  t h e  s w i r l - r e l a t e d  
e d d y  v i s c o s i t y .  T h e  K-~ m o d e l .  h o w e v e r ,  s h o w s  a  m a r k e d  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  
t w o  e d d y  v i s c o s i t i e s .  H o w e v e r .  i t  i s  a p p a r e n t  ( F i g s  4  a n d  5 )  t h a t  f o r  t h e  f l o w  
c o n s i d e r e d  t h e  v a l u e  o f  t h e  e d d y  v i s c o s i t y  i n  t h e  n e a r  a x i s  r e g i o n  d o e s  n o t  h a v e  
a  g r e a t  e f f e c t  o n  t h e  m e a n  f l o w  q u a n t i t i e s .  
6 .  C o n c l u s i o n  
T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  p a p e r  h a s  b e e n  t o  c o m p a r e  r e s u l t s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  
v e r y  s i m p l e  a l g e b r a i c  e d d y  v i s c o s i t y  m o d e l ,  a n d  t h e  t w o  e q u a t i o n  K-~ m o d e l .  
F r o m  t h e  p o i n t  o f  v i e w  o f  c o m p u t a t i o n a l  eff1ciency~ t h e  a l g e b r a i c  m e t h o d ,  b e i n g  
s i m p l e ,  i s  m o r e  e f f i c i e n t .  T h e r e f o r e ,  i t  1 s  o f  i n t e r e s t  t o  k n o w  i f  i t  g i v e s  
s u f f i c i e n t l y  a c c u r a t e  p r e d i c t i o n s  f o r  t h e  " n e a r l y  p a r a b o l i c "  f l o w s  u n d e r  c o n s i -
d e r a t i o n .  
I t  c e r t a i n l y  a p p e a r s  t h a t  f o r  m e a n  f l o w  q u a n t i t i e s  t h e  a l g e b r a i c  m e t h o d  
g i v e s  s u i t a b l e  r e s u l t s ,  a s  i n  a l l  c a s e s  t h e r e  w e r e  d i f f e r e n c e s  o f  n o  m o r e  t h a n  
t e n  p e r c e n t .  F o r  t u r b u l e n t  q u a n t i t i e s ,  s u c h  a s  t h e  e d d y  v i s c o s i t y ,  t h e r e  i s  
q u i t e  a  difference~ a s  w o u l d  b e  e x p e c t e d .  T h u s ,  i t  i s  s u g g e s t e d  t h a t  f o r  t h e  
- 1 2  -
2 0 1  
p r e d i c t i o n  o f  m e a n  f l o w  q u a n t i t i e s  i n  t h e  " n e a r l y  p a r a b o l i c "  c a s e s  c o n s i d e r e d .  
t h e  a l g e b r a i c  e d d y  v i s c o s i t y  m o d e l  m a y  b e  u s e d ,  w i t h  a n  a c c o m p a n y i n g  s a v i n g  i n  
c o m p u t i n g  t i m e .  
7 .  A c k n o w l e d g e m e n t  
T h e  a u t h o r s  a r e  g r a t e f u l  t o  t h e  A u s t r a l i a n  R e s e a r c h  G r a n t s  C o m m i t t e e  f o r  
t h e i r  c o n t i n u i n g  s u p p o r t .  
8 .  R e f e r e n c e s  
W .  B r i l e y .  " N u m e r i c a l  m e t h o d s  f o r  p r e d i c t i n g  t h r e e - d i m e n s i o n a l  s t e a d y  f l o w  i n  
d u c t s " ,  J .  C o m p .  P h y s i c s ,  ~ 8 - 2 8 ,  ( 1 9 7 4 ) .  
S . W .  A r m f i e l d  a n d  C . A . J .  F l e t c h e r .  " N u m e r i c a l  s i m u l a t i o n  o f  i n t e r n a l  s w i r l i n g  
f l o w  i n  d i f f u s e r s " ,  ( s u b m i t t e d ,  1 9 8 5 ) .  
S . W .  A r m f i e l d  a n d  C . A . J .  F l e t c h e r .  " P r e s s u r e - r e l a t e d  i n s t a b i l i t i e s  o f  r e d u c e d  
N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  f o r  i n t e r n a l  f l o w s " ,  ( s u b m i t t e d ,  1 9 8 5 ) .  
S . W .  A r m f i e 1 d ,  " I n t e r n a l  s w i r l i n g  f l o w " ,  P h . D .  T h e s i s ,  U n i v e r s i t y  o f  S y d n e y ,  
A u s t r a l i a ,  i n  p r e p a r a t i o n  ( 1 9 8 5 ) .  
H . R .  F r a s e r .  P r o c .  A . S . C . E .  8 4 ,  p p .  1 6 8 4 / 1 - 1 7  ( s e e  a l s o  C o 1 e s  a n d  H i r s t  ( 1 9 6 8 » .  
K .  K a r a s h i m a  a n d  S .  K i t a m a ,  " T h e  e f f e c t  o f  a  s m a l l  b l o w i n g  o n  v o r t e x  b r e a k d o w n  
o f  a  s w i r l i n g  f l o w " ,  C o m p u t a t i o n a l  T e c h n i q u e s  a n d  A p p l i c a t i o n s : C T A C - 8 3 .  
N o r t h  H o l l a n d  ( 1 9 8 4 ) .  ( E d s ,  J .  N o y e  a n d  C .  F 1 e t c h e r ) .  
M . S .  K o o n s i n l i n  a n d  F . C .  L o c k w o o d .  " T h e  p r e d i c t i o n  o f a x i s y m m e t r i c  t u r b u l e n t  
s w i r l i n g  b o u n d a r y  l a y e r s " ,  A . L A . A .  J o u r n a l .  V a l .  N o .  4  ( A p r i l ,  1 9 7 4 ) .  
W . P .  J a n e s  a n d  B . E .  S a u n d e r ,  " T h e  c a l c u l a t i o n  o f  l o w  R e y n o l d s  n u m b e r  p h e n o m e n a  
w i t h  a  t w o - e q u a t i o n  m o d e l  o f  t u r b u l e n c e " ,  J o u r n a l  o f  H e a t  a n d  M a s s  T r a n s f e r ,  
V o l .  1 6 ,  p p .  1 1 1 9 - 1 1 3 0 ,  ( 1 9 7 3 ) .  
B . E .  S a u n d e r .  C . H .  P r i d d i n  a n d  B . I .  S h a r m a ,  " T h e  c a l c u l a t i o n  o f  t u r b u l e n t  b o u n d -
a r y  l a y e r s  o n  s p i n n i n g  a n d  c u r v e d  s u r f a c e s " .  J o u r n a l  o f  F l u i d s  E n g i n e e r i n g ,  
( M a r c h ,  1 9 7 7 ) .  
K . L .  S o ,  " V o r t e x  d e c a y  i n  a  c o n i c a l  d i f f u s e r " ,  R e p o r t  N o .  7 S ,  G a s  T u r b i n e  L a b .  
M . I . T . ,  S e p t .  ( 1 9 6 4 ) .  
A p p e n d i x  C  
S w i r l i n g  D i f f u s e r  F l o w  U s i n g  a  
R e d u c e d  N a v i e r - S t o k e s  
F o r m u l a t i o n  
l O t h .  I n t .  C o n f .  N u m .  M e t h .  F l u i d  D y n . ,  L e c t u r e  N o t e s  i n  P h y s i c s , S p r i n g e r -
V e r l a g , p p  9 1 - 9 5 .  
2 0 8  
"  
1 .  I N T R O D U C T I O N  
S W I R L I N G  D I F F U S E R  F L O v l  U S I N G  A  
R E D U C E D  N A V I E R - S T O K E S  F O R U l 1 L A T I O N  
S . W .  A r m f i e l d  a n d  C . A . J .  F l e t c h e r  
U n i v e r s i t y  o f  S y d n e y ,  A u s t r a l i a  
l:e-:'t"~ 
- · e  I  .  ~ 
2 0 9 -
I n t e r n a l  s w i r l i n g  f l o w ,  f o r  w h i c h  a x i a l  d i f f u s i o n  i s  m u c h  s m a l l e r  t h a n  
t r a n s v e r s e  d i f f u s i o n ,  m a y  b e  m o d e l l e d  a c c u r a t e l y  b y  a  r e d u c e d  f o r m  o f  
t h e  N a v i e r - s t o k e s  ( R N S )  e q u a t i o n s .  T h e  R N S  e q u a t i o n s  a r e  f o r m e d ,  v i a  
a n  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  a n a l y s i s
1
,  b y  d r o p p i n g  a x i a l  d i f f u s i o n  t e r m s ,  n o n -
s w i r l  t e r m s  f r o m  t h e  r a d i a l  m o m e n t u m  e q u a t i o n  a n d  s p l i t t i n g  t h e  p r e s s u r e  
i n t o  a  c e n t r e - l i n e  c o m p o n e n t  a n d  a  r a d i a l  c o r r e c t i o n .  T h e  R N S  e q u a t i o n s  
a r e  n o n - e l l i p t i c
2  
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  m a i n  f l o w  d i r e c t i o n  ( x ) .  
S u c h  a n  R N S  f o r m u l a t i o n  i s  a p p r o p r i a t e
3  
f o r  c o n i c a l  d i f f u s e r  f l o w s  u p  
t o  t o t a l  d i f f u s e r  a n g l e s  o f  a b o u t  1 5 ° .  F o r  n o n - r e v e r s i n g  f l o w s  w i t h  
s m a l l  i n l e t  s w i r l  r a t i o s  ( W  / V  <  0 . 3 )  t h e  R N S  s o l u t i o n s  f r o m  a  s i n g l e  
u  1~ 
d o w n s t r e a m  m a r c h  a r e  a c c u r a t e .  '  
W i t h  l a r g e r  i n l e t  s w i r l  r a t i o s  t h e  f l o w  t h r o u g h  a  s m a l l  t o t a l - a n g l e  
c o n i c a l  d i f f u s e r  d e m o n s t r a t e s  a  r e d u c e d  a x i a l  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  o n  t h e  
a x i s  o f  s y m m e t r y .  I f  t h e  i n l e t  s w i r l  r a t i o  i s  s u f f i c i e n t l y  l a r g e  t h e  
f l o w  w i l l  r e v e r s e  a t  t h e  d i f f u s e r  a x i s .  
F o r  t h e  h i g h  s w i r l  c a s e  i t  i s  a p p r o p r i a t e  t o  e m b e d  t h e  b a s i c  R N S  f o r m -
u l a t i o n  i n  a  m u l t i p l e  d o w n s t r e a m  m a r c h  a l g o r i t h m .  I n  t h e  m u l t i p l e  m a r c h  
a l g o r i t h m  t h e  p r e s s u r e  g r a d i e n t  t e r m  i n  t h e  a x i a l  m o m e n t u m  e q u a t i o n  i s  
d i s c r e t i s e d  s o  a s  t o  a l l o w  u p s t r e a m  i n f l u e n c e  t o  o c c u r  r e f l e c t i n g  t h e  
w e a k  e l l i p t i c  b e h a v i o u r  o f  t h e  h i g h  s w i r l  R N S  e q u a t i o n s .  T h e  g l o b a l  
p r e s s u r e  f i e l d  i s  s t o r e d  a n d  u p g r a d e d  O n  e a c h  d o w n s t r e a m  m a r c h ;  t h e  
v e l o c i t y  f i e l d  i s  n o t  s t o r e d  s i n c e  i t  i s  c o m p u t e d  a f r e s h  o n  e a c h  d o w n -
s t r e a m  m a r c h .  
F o r  l o w  v a l u e s  o f  i n l e t  s w i r l  r a t i o  b o t h  a l g e b r a i c  a n d  k - E  e d d y  v i s c o s -
i t y  m o d e l s  p r o v i d e  a c c u r a t e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t u r b u l e n c e  e f f e c t s  w h e n  
u s e d  i n  a n  R N S  a l g o r i t h m S  T h e  p r e s e n t  p a p e r  i s  c o n c e r n e d  w i t h  w h e t h e r  
a l g e b r a i c  a n d  k - E  t u r b u l e n c e  m o d e l s  c a n  p r o v i d e  a c c u r a t e  p r e d i c t i o n s  o f  
h i g h e r  s w i r l  f l o w s  i n  a n  R N S  c o n t e x t .  
2 .  G O V E R N I N G  E Q U A T I O N S  
T h e  m e s h  f l o w  i s  c o n s i d e r e d  t o  b e  a x i s y m m e t r i c ,  s t e a d y ,  i n c o m p r e s s i b l e  
"~. '  
t a ' .  
' .  ~ , - '  ' e  !  
a n d  t u r b u l e n t .  
I n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s ,  (xla,~;u,v,w) a n d  F i g . 1 a ,  a n
2 I U  
a p p r o p r i a t e  r e d u c e d  f o r m  o f  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  i s  
( x ' u ) x  +  ( x s i n e v ) e / s i n e  =  0  
U U
x  
+  v V e /
x  
- ( V 2 + W 2 ) / X  
-PX+(Uee+~teue)/(Rex') 
+  ( v t x s i n e u e ) e / x ' s i n e  
w
2
c o t e  =  
P e  
u W
x  
+  u w / x  +  V W e / x  +  v w c o t e / x  =  ( w e e + c o t e w e - w / s i n ' e ) / ( R e x ' )  
+  ( V t x ' s i n ' e l w e - w c o t e } ) e / x ' s i n ' e  
(  1  )  
( 2  )  
( 3 )  
( 4  )  
w i t h  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r ,  R e  =  P D U o / v ,  D  i s  t h e  i n l e t  d i a m e t e r  a n d  T I o  
i s  t h e  m e a n  i n l e t  a x i a l  v e l o c i t y .  I n  e q s .  ( 2 )  a n d  ( 4 ) ,  v
t  
i s  t h e  e d d y  
v i s c o s i t y .  T h i s  i s  e i t h e r  g i v e n  b y  t h e  t w o - l a y e r  C e b e c i - S m i t h  m o d e l
1  
o r  o b t a i n e d  f r o m  a  k - E  t u r b u l e n c e  m o d e l .  I n  t h e  k - E  t u r b u l e n c e  m o d e l  
t h e  s y s t e m ,  ( 1 )  t o  ( 4 ) ,  i s  s u p p l e m e n t e d  b y  r e d u c e d  t r a n s p o r t  e q u a t i o n s
5  
f o r  k  a n d  E .  
I n  t h e  n e a r - w a l l  r e g i o n  a n  a n i s o t r o p i c  r e p r e s e n t a t i o n
6  
g i v e s  s e p a r a t e  
a x i a l ,  v
x
'  a n d  c i r c u m f e r e n t i a l ,  v
e
'  e d d y  v i s c o s i t i e s .  A w a y  f r o m  t h e  w a l l  
V
t  
=  \ ! x  =  v S "  
f r o m  a  m i x i n g  
T h e  d i f f e r i n g  e d d y  v i s c o s i t i e s ,  v  a n d  
1  x  
l e n g t h  m o d e l  w h i c h  f o r m s  t h e  n e a r - w a l l  
V s '  a r e  g e n e r a t e d  
l a y e r  o f  t h e  C e b e c i -
S m i t h  t u r b u l e n c e  m o d e l .  I n  t h e  k - £  t u r b u l e n c e  m o d e l ,  t h e  a n i s o t r o p i c  
r e p r e s e n t a t i o n  i s  e m b e d d e d  i n  t h e  w a l l  f u n c t i o n s ,  i . e .  t h e  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s  f o r  t h e  k  a n d  £  t r a n s p o r t  e q u a t i o n s .  
E q u a t i o n s  ( 1 )  t o  ( 4 ) ,  s u p p l e m e n t e d  b y  k , £  e q u a t i o n s  a s  r e q u i r e d ,  a r e  
s o l v e d  i n  t h e  d o m a i n ,  Xl~~~X2' o~e~ew' w h e r e  ~1 a n d  X 2  a r e  t h e  s p h e r i c a l  
r a d i i  a t  t h e  d i f f u s e r  i n l e t  a n d  o u t l e t ,  r e s p e c t i v e l y ,  a n d  e
w  
i s  t h e  d i f -
f u s e r  h a l f  a n g l e  ( i . e .  w a l l  v a l u e ) .  
B o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e  
i )  i n l e t  
( X l , e ) :  
u  =  u
l
,  
V  =  V I ,  
W  w
'  
,  P  
=  p I  
1 1 )  
d i f f u s e r  w a l l  
( x , e
w
)  :  
u  =  v  =  w  =  P e  
=  0  ( 5  )  
1 1 i )  d i f f u s e r  c e n t r e  l i n e  ( x  ,  0 )  :  
v  w  =  u
e  
=  
0  
i v )  
( X 2 , e )  :  
u  
v x x  
=  P  
=  
O .  
x x  x x  
E q u a t i o n s  ( 1 )  t o  ( 4 )  a r e  d i s c r e t i s e d  u s i n g  f i n i t e  d i f f e r e n c e  e x p r e s s i o n s  
o n  a  v a r i a b l e  m e s h  ( F i g . 1 b ) .  V e l o c i t y  d e r i v a t i v e s  i n  e  a r e  c e n t r a l l y  
d i f f e r e n c e d ,  o v e r  t w o  p o i n t s  i n  e q . ( 1 )  t o  f a c i l i t a t e  a  r a d i a l  m a r c h ,  a n d  
o v e r  t h r e e  p O i n t s  i n  e q s . ( 2 )  t o  ( 4 ) .  V e l o c i t y  d e r i v a t i v e s  i n  x  a r e  u p -
w i n d  d i f f e r e n c e d  t o  f a c i l i t a t e  a  d o w n s t r e a m  m a r c h .  I n  e q . ( 3 )  P e  i s  
d i s c r e t i s e d  w i t h  a  o n e - s i d e d  d i f f e r e n c e  e x p r e s s i o n  t o  p e r m i t  a  r a d i a l  
m a r c h  f r o m  t h e  a x i s  t o  t h e  w a l l .  I n  e q . ( 2 )  P
x  
i s  d i s c r e t i s e d  b y  
· , e ,  . . . .  :  ~ ' ; "  1 ! - ,  0 : . ; ' ; ]  c '  
,  S .  : C ' . ;  ' .  '  
'~', S I " · O ' . '  LQ~'''''' r ; c " ,  ~,~., 
, - !  
1 6  
- - ,  
: - .  
~. 
O h -
2  
(p~+1,V-1_p~,v)/6x w h e r e  v - 1  i n d i c a t e s  t h e  previo~s d o w n s t r e a m  m a r c h .  ,  
I t  i s  t h e  a p p e a r a n c e  o f  t h i s  t e r m  t h a t  p r o v i d e s  t h e  m e c h a n i s m  f o r  u p - - - - - -
s t r e a m  i n f l u e n c e ,  b u t  n e c e s s i t a t e s  t h e  s t o r a g e  o f  t h e  g l o b a l  p r e s s u r e  
d i s t r i b u t i o n  . .  
3 .  M E T H O D  O F  S O L U T I O N  
A  l i n e - b y - l i n e  i t e r a t i v e  p r o c e d u r e  i s  u s e d  b a s e d  o n  r e p e a t e d  d o w n s t r e a m  
( x )  m a r c h e s .  A t  e a c h  d o w n s t r e a m  l o c a t i o n ,  x n + 1 '  e q s .  ( 1 )  t o  ( 4 )  a n d  
t r a n s p o r t  e q u a t i o n s  f o r  k  a n d  E  i f  r e q u i r e d ,  a r e  s o l v e d  f o r  
{ u , v , W , p , k , E } n + 1 , v  f o r  a l l  r a d i a l  l o c a t i o n s  r
i
.  H e r e  v  d e n o t e s  t h e  
c u r r e n t  d o w n s t r e a m  m a r c h .  T h e  i t e r a t i o n  i s  r e p e a t e d  u n t i l  
I  I
p
v _
p
v -
1
1  l o o  <  1 0 -
4
,  t y p i c a l l y .  
A t  e a c h  d o w n s t r e a m  s t a t i o n  t h e  d i s c r e t e  f o r m  o f  e q .  ( 2 )  i s  m a n i p u l a t e d  
i n t o  t r i d i a g o n a l  f o r m ,  
n + 1  n + 1  n + 1  
A
i
u
i
_
1  
+  B i U
i  
+  C
i
u
i
+
1  
D i '  
( 6  )  
w h e r e  D i  c o n t a i n  t h e  u n d i f f e r e n t i a t e d  t e r m s  a n d  t h e  p r e s s u r e  g r a d i e n t  
t e r m s .  T h e  p r e s s u r e  s o l u t i o n  i s  s p l i t  i n t o  P  =  P
C
/
L  
+  6 P r ,  w h e r e  
p c / i
X
)  i s  t h e  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n  o n  t h e  d i f f u s e r  c e n t r e - l i n e  a n d  
~p~x,r) i s  t h e  c o r r e c t i o n  a c c o u n t i n g  f o r  t h e  r a d i a l  ( B )  v a r i a t i o n .  T h i s  
i s  o b t a i n e d  f r o m  a  o n e - d i m e n s i o n a l  i n t e g r a t i o n  o f  e q .  ( 1 )  i n  t h e  B  d i r -
e c t i o n  f r o m  t h e  c e n t r e - l i n e  t o  t h e  w a l l .  
T h e  c e n t r e - l i n e  p r e s s u r e ,  p~ii, i s  
v a t i o n  c o n d i t i o n .  T h i s  i s  o b t a i n e d  
i n t e r v a l ,  0  <  B  <  e  ,  t o  g i v e  
B w  - - w  - 1  
f  s i n 6 x
2
u d B  =  m  ,  
o  
o b t a i n e d  f r o m  a  g l o b a l  m a s s  c o n s e r -
b y  i n t e g r a t i n g  e q .  ( 1 )  o v e r  t h e  
( 7  )  
w h e r e  r n
1  
i s  t h e  i n l e t  m a s s  f l o w ,  a n d  o b t a i n e d  f r o m  e q .  ( S a ) .  F a c t o r i -
s a t i o n  o f  e q .  ( 6 )  i n t o  L  U  u
n
+
1  
=  D i  a l l o w s  t h e  s o l u t i o n  o f  e q .  ( 6 )  t o  
b e  w r i t t e n  u
n
+
1  
=  U -
1
L -
1
E  +  u-1L-1FP~ii. S u b s t i t u t i o n  i n t o  e q .  ( 7 )  g i v e s  
p~ii =  ( r n
1  
- / w  sinex'u-1L-1Ede}/{/wsine-x'u-1L~1 F d e } .  ( 8 )  
o  0  
E v a l u a t i o n s  o f  e q .  ( 8 )  g i v e s  p  n + l  =  p~ii +  6P~+1 a n d  s u b s t i t u t i o n  i n t o  
e q .  ( 6 )  g i v e s  u
n
+
1  
. .  T h e  r a d i a l  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s ,  v
n
+
1
,  a r e  o b t a i n e d  
b y  a  r a d i a l  m a r c h  o f  t h e  d i s c r e t e  f r o m  o f  e q . ( 1 )  f r o m  t h e  c e n t r e - l i n e  
t o  t h e  w a l l .  T h e  d i s c r e t e  f o r m  o f  e q . ( 4 )  c a n  b e  m a n i p u l a t e d  i n t o  a  t r i -
d i a g o n a l  s y s t e m  w h i c h  i s  s o l v e d  f o r  w
n
+
1
.  T h u s  a t  e a c h  d o w n s t r e a m  l o c -
a t i o n  e a c h  e q u a t i o n  i s  t r e a t e d  s e q u e n t i a l l y ,  t o  o b t a i n  a  d i f f e r e n t  c o m -
p o n e n t  o f  t h e  s o l u t i o n .  
~ 
e~~:;--'-
s,~,·o, . .  :  L.~"'v'(, 1 , . 0 1  • .  ) y  ··v~,·, 
>  
' : C '  
· s  
n~ 
'1~ -:-"~ 
'c21~ 
n~l n  n + l  
~ 
- 1 - - - - : ; - 1 1 : 4 :  I ,  ; _ 1  
- -
_ _  - - - - ~ a  
<.~X' 
. . . . . .  - .  - - - - _ _  a x i s  
- -
- -
- - -
- - - -
- -
- -
- - -
- - - - - - - - - -
I  
I  
I  
I  
I  
I  
_  D i f f u s e r  S e c t i o n  
-
( X l  i s  m e a s u r e d  
f r o m  o r i g i n  o f  
s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s )  
' A 8 j  
t  
i . l  
F i g .  l a  S p h e r i c a l  C o o r d i n a t e s  
F i g .  l b  D i s c r e t i s a t i o n  
4 .  R E S U L T S  
S o l u t i o n s  a r e  p r e s e n t e d  i n  F i g s .  2  t O S 4  f o r  a  c o n i c a l  d i f f u s e r  w i t h  a  t o t a l  a n g l e  o f  
8 °  a n d  a  R e y n o l d s  n u m b e r  o f  3 . 8 8  x  1 0 .  T h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  o f  5 0 7  a t  x / D  :  0 . 6 ,  
w h i c h  i s  j u s t  d o w n s t r e a m  o f  t h e  d i f f u s e r  entry~ a r e  u s e d  t o  g e n e r a t e  t h e  i n i t i a l  d a t a  
f o r  t h e  c o m p u t a t i o n a l  s o l u t i o n .  T h e  c o m p u t a t i o n a l  s o l u t i o n s  h a v e  b e e n  o b t a i n e d  o n  a  
n o n - u n i f o r m  r e c t a n g u l a r  g r i d ,  B O ( x )  x  3 5 ( r ) .  A t  t h e  d i f f u s e r  w a l l  ~r =  0 . 0 0 2  a n d  a t  
t h e  a x i s  6 r  =  0 . 0 5 4 .  
T h e  a x i a l  v e l c o i t y  d i s t r i b u t i o n  a t  x / D  =  4 . 0 0  ( F i g . 2 )  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  a l g e b r a i c  
e d d y  v i s c o s i t y  t u r b u l e n c e  m o d e l  p r o v i d e s  a  m o r e  a c c u r a t e  p r e d i c t i o n  t h a n  d o e s  t h e  k - £  
t u r b u l e n c e  m o d e l .  T h e  c o r r e s p o n d i n g  s w i r l  c o m p a r i s o n  i s  i n d i c a t e d  i n  F i g . 3 .  T h e  
p o o r  k - £  r e s u l t s  a r e  a s s o c i a t e d  w i t h  t o o  l a r g e  a  v a l u e  o f  v t c l o s e  t o  t h e  a x i s .  T h e  
p r e s s u r e  s o l u t i o n  p r o d u c e d  b y  t h e  a l g e b r a i c  e d d y  v i s c o s i t y  m o d e l  ( F i g . 4 )  i s  s a t i s f a c t o r y .  
O v e r a l l ,  t h e  p r e s e n t  R N S  f o r m u l a t i o n  g i v e s  a c c u r a t e  p r e d i c t i o n s  o f  m e a n  f l o w  q u a n t i t i e s  
f o r  i n t e r m e d i a t e  i n l e t  s w i r l  r a t i o s ,  w i t h  a  t w o - l a y e r  C e b e c i - S m i t h  t u r b u l e n c e  m o d e l .  
T h e  k - £  m o d e l  r e q u i r e s  ~ither l o c a l  p a r a m e t e r  a d j u s t m e n t  o r  p d d i t i o n a l  c u r v a t u r e  
c o r r e c t i o n s  t o  g e n e r a t e  a c c u r a t e  s o l u t i o n s .  
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5 .  S . W .  A r m f i e l d  a n d  C . A . J .  F l e t c h e r ,  P r o c .  I n t .  S y m p .  F l u i d .  D y n . ,  T o k y o  ( e d .  
K .  O s h i m a ) ,  N o r t h - H o l l a n d ,  1 9 8 6 ,  7 4 0 - 7 5 1 .  
6 .  M . L .  K o o n s i n l i n  a n d  F . C .  L o c k w o o d ,  A I A A  J .  1 2  ( 1 9 7 4 )  5 4 7 - 5 5 4  
7 .  K . L .  S o ,  R e p .  N o . 7 S ,  M . I . T .  G a s  T u r b i n e  L a h :  S e p t .  1 9 6 4 .  
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A p p e n d i x  D  
P r e s s u r e  R e l a t e d  I n s t a b i l i t i e s  o f  
R e d u c e d  N a v i e r - S t o k e s  E q u a t i o n s  
C o m m u n i c a t i o n s  i n  A p p l i e d  N u m e r i c a l  M e t h o d s , 2 , p p  3 7 7 - 3 8 3 .  
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, C O M M U N I C A T I O N S  I N  A P P L i E D  N U M E R I C A L  M E T H O D S ,  V o l .  2 .  3 7 7 - 3 8 3  ( 1 9 8 6 )  
P R E S S U R E  R E L A T E D  I N S T A B I L I T I E S  O F  R E D U C E D  
N A V I E R - S T O K E S  E Q U A T I O N S  F O R  I N T E R N A L  F L O W S  
S .  W .  A R M  F I E L D  A N D  C .  A .  J .  F L E T C H E R  
D e p a r t m e l l l  o f  M e c h a n i c a l  E n g i n e e r i l l g .  U l 1 i v e r s i r y  o f  S y d n e y .  S y d l l e y .  A l I s m l f i a  
S U M M A R Y  
O r d e r - o t - m a g n i t u d e  d e l e t i o n  o f  t h e  s t r e a m - w i s e  d i f f u s i o n  t e r m s  l e a d s  t o  a  r e d u c e d  f o r m  o f  t h e  N a v i e r - S t o k e s  
e q u a t i o n s .  S o l v i n g  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s  f o r  i n t e r n a l  H o w s  w i t h  s i n g l e - s w e e p  m a r c h i n g  a l g o r i t h m s  r e q u i r e s  a  
s e v e r e  m i n i m u m  s t r e a m - w i s e  s t e p - s i z e  t o  a v o i d  u n s t a b l e  s o l u t i o n s .  T h i s  b e h a v i o u r  i s  s h o w n  t o  b e  p r e d o m i n a n t -
l y  d u e  t o  a  s i n g l e  t e r m  i n  t h e  c r o s s - s t r e a m  m o m e n t u m  e q u a t i o n .  u V
X
'  w h i c h  i n t r o d u c e s  a  s t r o n g  e l l i p t i c  
c h a r a c t e r  i n t o  t h e  e q u a t i o n s .  A n  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  d e l e t i o n  o f  t h i s  t e r m  r e d u c e s  t h e  m i n i m u m  s t r e a m - w i s e  
s t e p - s i z e  s u f f i c i e n t l y  f o r  a c c u r a t e  s o l u t i o n s  t o  b e  o b t a i n e d .  F u r t h e r  r e d u c t i o n  o f  t h e  t r a n s v e r s e  m o m e n t u m  
e q u a t i o n  o n  a n  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  b a s i s  r e m o v e s  a l l  c r o s s - s t r e a m  v e l o c i t y  d e r i v a t i v e s  a n d  c o m p l e t e l y  
e l i m i n a t e s  t h e  m i n i m u m  s t r e a m - w i s e  s t e p - s i z e  c o n d i t i o n  f o r  b o t h  s w i r l i n g  a n d  n o n - s w i r l i n g  f l o w s .  
I N T R O D U C T I O N  
F l o w s  t h a t  a r e  c o n s t r a i n e d  t o  b e  i n  p r i m a r i l y  o n e  d i r e c t i o n  c a n  o f t e n  b e  d e s c r i b e d  a c c u r a t e l y  b y  
r e d u c e d  f o r m s  o f  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s .  T h e  d i r e c t i o n  n e e d  n o t  c o i n c i d e  w i t h  a  c a r t e s i a n  
c o - o r d i n a t e  a x i s ,  s i n c e  g e n e r a l i z e d  c o - o r d i n a t e s  c a n  b e  i n t r o d u c e d  t o  f o l l o w  t h e  p r i m a r y  d i r e c t i o n ,  
e . g .  t h e  a x i s  o f  a  c u r v e d  d u c t .  
F o r  s u c h  a  f l o w  s i t u a t i o n ,  a  s y s t e m a t i c  e x a m i n a t i o n  o f  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  o n  a n  
o r d e r - o f - m a g n i t u d e  b a s i s  i n d i c a t e s  t h a t  c e r t a i n  t e r m s  m a y  b e  d i s c a r d e d ;  1  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  o f  
w h i c h  a r e  t h e  s t r e a m - w i s e  d i f f u s i o n  t e r m s .  T h i s  s u g g e s t s  a  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  c a n  b e  o b t a i n e d  u s i n g  
a  s i n g l e  s w e e p  o f  t h e  d o m a i n  m a r c h i n g  i n  t h e  s t r e a m - w i s e  d i r e c t i o n .  1 - 3  
W h e n  s u c h  a  s c h e m e  i s  i m p l e m e n t e d  i t  i s  f o u n d  t o  h a v e  a  s e v e r e  m i n i m u m  r e s t r i c t i o n  o n  t h e  
s t r e a m - w i s e  s t e p - s i z e ,  t h e  v i o l a t i o n  o f  w h i c h  l e a d s  t o  u n s t a b l e  s o l u t i o n s . " , 5  T h e  i n s t a b i l i t y  i s  u s u a l l y  
l i n k e d  t o  t h e  e l l i p t i c  i n f l u e n c e  o f  t h e  p r e s s u r e ,  f o r  s u b s o n i c  f l o w . '  H o w e v e r ,  w h e n  t h e  s t r e a m - w i s e  
s t e p - s i z e  e x c e e d s  t h e  m i n i m u m  t h e  r e s u l t i n g  s o l u t i o n s  a r e  o f t e n  n o t  s u f f i c i e n t l y  a c c u r a t e .  
I n  t h i s  p a p e r  i t  w i l l  b e  s h o w n  t h a t ,  i n  t h e  c a s e  o f  i n t e r n a l  f l o w s ,  t h e  c a u s e  o f  t h i s  b e h a v i o u r  c a n  b e  
t r a c e d  t o  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  t e r m s  i n  t h e  r a d i a l  m o m e n t u m  e q u a t i o n  o n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p r e s s u r e  
g r a d i e n t .  C o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  r a d i a l  m o m e n t u m  e q u a t i o n  s h o w s  t h e  i n s t a b i l i t y  t o  b e  p r e d o m i n a n t l y  
c a u s e d  b y  a  s i n g l e  t e r m ,  U V
x
'  A n  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  r e m o v a l  o f  t h i s  t e r m  s i g n i f i c a n t l y  r e d u c e s  t h e  
s t a b i l i t y  l i m i t a t i o n  o n  t h e  m e t h o d .  O r d e r - o f - m a g n i t u d e  r e m o v a l  o f  t h e  r e m a i n i n g  r a d i a l  v e l o c i t y  
d e r i v a t i v e  t e r m s  i n  t h e  r a d i a l  m o m e n t u m  e q u a t i o n ,  f o r  a x i s y m m e t r i c  f l o w s ,  c o m p l e t e l y  r e m o v e s  t h e  
m i n i m u m  s t e p - s i z e  l i m i t a t i o n .  
R E D U C E D  N A  V I E R - S T O K E S  E Q U A T I O N S  
F o r  f l o w  c o n f i g u r a t i o n s  w i t h  a  p r e d o m i n a n t  v e l o c i t y  d i r e c t i o n ,  t h e  s t r e a m - w i s e  d i f f u s i o n  t e r m s  c a n  
b e  r e m o v e d  f r o m  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s ,  w h e n  t h e i r  m a g n i t u d e  i s  s u b s t a n t i a l l y  s m a l l e r  t h a n  
t h e  m a g n i t u d e  o f  t r a n s v e r s e  d i f f u s i o n  t e r m s .  T h e  r e s u l t ,  i n  t w o - d i m e n s i o n a l  c y l i n d r i c a l  c o - o r d i n a t e s  
f o r  n o n - s w i r l i n g  f l o w ,  i s  
1  
u U
x  
+  v u ,  =  - P x  +  R e  [ u "  +  u , J r ]  ,  
( 1 )  
0 7 4 8 - 8 0 2 5 / 8 6 / 0 4 0 3 7 7 - 0 7 $ 0 5 . 0 0  R e c e i v e d  A u g u s t . I 9 8 5  
©  1 9 8 6  b y  J o h n  W i l e y  &  S o n s ,  L t d .  
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S .  W .  A R M F I E L D  A N D  C .  A .  J .  F L E T C H E R  
U V ,  +  W ,  =  - P ,  +  ; e  [ V " .  +  v , i r  - v i r ]  .  
( 2 )  
( r v ) ,  =  - r u ,  .  
( 3 )  
I n  e q u a t i o n s  ( 1 ) - ( 3 ) .  x  i s  t h e  s t r e a m - w i s e  o r  a x i a l  o r d i n a t e .  r  i s  t h e  c r o s s - s t r e a m  o r  r a d i a l  o r d i n a t e .  u  
i s  t h e  a x i a l  v e l o c i t y .  v  t h e  r a d i a l  v e l o c i t y  a n d  P  t h e  p r e s s u r e .  T h e  R e y n o l d s '  n u m b e r .  R e  =  ( D l 1 p ) / / L .  
w h e r e  D  i s  p i p e  d i a m e t e r  a n d  1 1  i s  m e a n  a x i a l  v e l o c i t y .  "  d e n o t e s  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a t i o n .  
E l l i p t i c  n a t u r e  o f  t h e  e q u a t i o n s  
T h e  n u m e r i c a l  b e h a v i o u r  o f  t h e  d i s c r e t i z e d  e q u a t i o n s  f o r m e d  f r o m  e q u a t i o n s  ( 1 ) - ( 3 )  s u g g e s t s  1 .  • .  6  
t h a t  a l t h o u g h  t h e  o r i g i n a l  e l l i p t i c  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  h a v e  b e e n  r e d u c e d  b y  d r o p p i n g  a l l  
s t r e a m - w i s e  s e c o n d  d e r i v a t i v e s ,  t h e  r e s u l t i n g  s e t  i s  n o t  p a r a b o l i c .  E v i d e n t l y  t h e r e  i s  s t i l l  a  s t r o n g  
e l l i p t i c  i n f l u e n c e ,  w h i c h ,  i t  w i l l  b e  s h o w n ,  a r i s e s  f r o m  t e r m s  i n  t h e  c r o s s - s t r e a m  m o m e n t u m  
e q u a t i o n .  T h e  e l l i p t i c  n a t u r e  o f  t h e  s e t ,  e q u a t i o n s  ( 1 ) - ( 3 ) ,  i s  i n f e r r e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  w a y .  
A  c h a r a c t e r i s t i c  d i r e c t i o n ,  s  =  a r l a x ,  i s  s o u g h t ,  f o l l o w i n g  W h i t h a m .
7  
E q u a t i o n s  ( 1 ) - ( 3 )  a r e  w r i t t e n  
a s  a n  e q u i v a l e n t  s y s t e m  o f  f i r s t - o r d e r  e q u a t i o n s :  
U
r  
=  G .  
U
x  
+  V r  =  - v I r ,  
( 4 )  
u U
x  
+  ( v - l / R e r ) u ,  +  " ' P
x  
- G , i R e  =  0 ,  
u V
x  
+  V V ,  +  f 3 P ,  +  G x l R e  =  0  .  
T h e  p a r a m e t e r s  ' "  =  f 3  =  1  a n d  a r e  i n c l u d e d  a s  l a b e l s  f o r  t h e  p r e s s u r e  g r a d i e n t  t e r m s  i n  t h e  
s u b s e q u e n t  a n a l y s i s .  T h i s  s y s t e m  c a n  b e  w r i t t e n  a s  
A  a , ! ! l a x  +  1 !  a , ! ! l a r  =  ~ ,  
( 5 )  
w h e r e  ' ! ! '  =  { u , v , P , G } .  T h e  c h a r a c t e r i s t i c  d i r e c t i o n s  a r e  g i v e n  b y  t h e  r o o t s  o f  t h e  p o l y n o m i a l  
d e t  1 . 1 : !  - ' ! ! I  =  o .  
( 6 )  
T w o  c a s e s  a r i s i n g  f r o m  e q u a t i o n  ( 5 )  w i l l  b e  c o n s i d e r e d .  F i r s t ,  f o r  t h e  c a s e  w h e r e  t h e  v i s c o u s  t e r m s  
a r e  s i g n i f i c a n t ,  e v a l u a t i o n  o f  e q u a t i o n  ( 6 )  g i v e s  
( a s '  +  f 3 ) / R e  =  0  .  
( 7 )  
C l e a r l y ,  s  w i l l  h a v e  o n l y  i m a g i n a r y  r o o t s ,  a n d  i t  c a n  b e  c o n c l u d e d  t h e  s y s t e m  i s  e l l i p t i c ,  d u e  t o  
i n t e r a c t i o n  o f  t h e  p r e s s u r e  g r a d i e n t  t e r m s  a n d  t h e  v i s c o u s  t e r m s .  T h e  s e c o n d  c a s e  c o n s i d e r e d  i s  t h e  
i n v i s c i d  l i m i t  ( R e - > o o ) ,  f o r  w h i c h  t h e  a u x i l i a r y  v a r i a b l e ,  G ,  i s  n o t  r e q u i r e d .  E v a l u a t i o n  o f  e q u a t i o n  
( 6 )  g i v e s  
( a s '  +  f 3 ) ( u s  - v )  =  0  .  
O n c e  a g a i n ,  s  w i l l  h a v e  t w o  i m a g i n a r y  r o o t s  s o  t h a t  t h e  i n v i s c i d  c a s e  o f  e q u a t i o n  ( 5 )  i s  a l s o  e l l i p t i c .  
A s  w i t h  e q u a t i o n  ( 7 ) ,  t h e  p r e s s u r e  g r a d i e n t  t e r m s  a r e  s e e n  t o  b e  d i r e c t l y  i n v o l v e d  i n  t h e  e l l i p t i c  
b e h a v i o u r .  
I t  i s  c o n c l u d e d  t h a t  t h e  r e d u c e d  f o r m  o f  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s ,  i n  w h i c h  o n l y  t h e  
s t r e a m - w i s e  d i f f u s i o n  t e r m s  a r e  d i s c a r d e d ,  d o  n o t  p r o d u c e  a  n o n - e l l i p t i c  s y s t e m .  
2 1 6  
I N S T A B I L I T I E S  O F  R E D U C E D  N A V I E R - S T O K E S  E Q U A T I O N S  
C o m p u t a t i o n a l  a l g o r i t h m  f o r  i n t e r n a l  f l o w  
F o r  i n t e r n a l  f l o w ,  e q u a t i o n  ( 3 )  c a n  b e  i n t e g r a t e d  t o  g i v e  
R  
[  r u
x  
d r  =  0  ,  
( 8 )  
w h e r e  R  i s  p i p e  r a d i u s .  T h i s  i s  a  m a s s  f l o w  c o n s t r a i n t .  T o  e n a b l e  a  s i n g l e - s w e e p  m a r c h i n g  a l g o r i t h m  
t o  b e  u s e d ,  t h e  p r e s s u r e  i s  s p l i t  a s  
P ( x , r )  =  P I ( x )  +  P v ( x , r )  .  
( 9 )  
P I  i s  t h e  p r e s s u r e  a t  t h e  a x i s ,  P v  c o n t a i n s  t h e  r a d i a l l y  d e p e n d e n t  c o m p o n e n t  o f  p r e s s u r e  a n d  i s  z e r o  
a t  t h e  a x i s .  I  I f  a  d i s c r e t i z a t i o n  i s  i n t r o d u c e d  i n  t h e  x - d i r e c t i o n ,  w i t h  t h e  s u p e r s c r i p t  n  d e n o t i n g  
x - l o c a t i o n ,  e q u a t i o n  ( 1 )  b e c o m e s  
u n ! ! . u n + 1 1 1 ! . x  =  _ ( ! ! . P I ' + I  +  ! ! . P v n + I ) 1 1 ! . x  +  f ( u
n
,  v n , r )  ,  
w h e r e / ( u n , v n , r )  i s  a  k n o w n  f u n c t i o n ,  a n d  A u
n
+
1  
=  u
n
+
1  
- u n ,  
! ! . P v
n
+  I  i s  o b t a i n e d  f r o m  e q u a t i o n  ( 2 )  a s  
,  
! ! . P v
n
+
1  
=  I  ! ! . {  - u ! ! . v l l ! . x  +  g ( v , r ) } n  d r  .  
o  
T h u s  ! ! . P v
n
+
1  
i s  a  p r o j e c t i o n  f r o m  t h e  n a n d  n - 1  l e v e l s
6  
T o  o b t a i n  ! ! . p ; , + I ,  e q u a t i o n  ( 1 0 )  i s  u s e d .  F i r s t ,  i t  i s  w r i t t e n  a s  
! ! . u n + 1 1 1 ! . x  =  - ! ! . P I ' + I / ( I ! . x . u
n
)  - ! ! . P v n + I / ( I ! . x . u
n
)  +  f ( u n , v n , r ) l u
n
.  
U s i n g  e q u a t i o n  ( 8 )  t h e n  g i v e s  
R  
I  r ( - ! ! . P I ' + I / ( I ! . x . u n ) - ! ! . p v n + I / ( I ! . x . u
n
)  +  f l u n ) d r  =  O .  
o  
S i n c e  ! ! . P I '  +  I  i s  c o n s t a n t  i n  r  t h i s  m a y  b e  m a n i p u l a t e d  t o  g i v e
6  
R  R  
! ! . P j , + 1  =  I  r (  _ P v
n
+  1 / ( 1 ! . x .  u n )  +  f l u n ) d r  /  I  ( r I ( l ! . x . u n ) ) d r .  
o  0  
S u b s t i t u t i o n  i n t o  e q u a t i o n  ( 1 0 )  a l l o w s  u
n
+  I  t o  b e  e v a l u a t e d  a s  
u
n
+
1  
- l l P i , + l / U
n  
- t J . P / 1 + 1 / U
I l  
+  ~flu" +  u n  .  
T o  o b t a i n  v
n
+  I ,  e q u a t i o n  ( 3 )  i s  d i s c r e t i z e d  t o  g i v e  
( r v " + 1 ) r  n l u l l + 1 / b u .  
( 1 0 )  
( 1 1 )  
( 1 2 )  
( 1 3 )  
( 1 4 )  
( 1 5 )  
T h i s  f o r m u l a t i o n  i s  e s s e n t i a l l y  e q u i v a l e n t  t o  t h a t  o f  B r i l e y 2  F o r  t h e  p u r p o s e  o f  i n v e s t i g a t i n g  t h e  
s t a b i l i t y  o f  t h i s  s c h e m e  i n  r e l a t i o n  t o  t h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  u n d e r l y i n g  e q u a t i o n s ,  ( 1 ) - ( 3 ) ,  t h e  c h o i c e  o f  
a n  i m p l i c i t  o r  a n  e x p l i c i t  m a r c h i n g  a l g o r i t h m  m a k e s  n o  d i f f e r e n c e ,  e x c e p t  t h a t  i n  p r a c t i c e  t h e  u s e  o f  
a n  e x p l i c i t  s c h e m e  m a y  r e s u l t  i n  a  m a x i m u m  s t r e a m - w i s e  s t e p - s i z e  t h a t  i s  s m a l l e r  t h a n  t h e  m i n i m u m  
s t r e a m  w i s e  s t e p - s i z e  s e t  b y  t h e  u n d e r l y i n g  e l l i p t i c  c h a r a c t e r  o f  t h e  e q u a t i o n s .  
W h e n  n u m e r i c a l l y  i n t e g r a t i n g  e q u a t i o n s  ( \ ) - ( 3 )  i n  t h e  f o r m  o f  e q u a t i o n s  ( 1 0 ) ,  ( 1 3 )  a n d  ( 1 5 ) ,  i t  i s  
f o u n d  t h e r e  i s  a  s e v e r e  m i n i m u m  s t r e a m - w i s e  s t e p - s i z e  r e s t r i c t i o n :  n a m e l y  t h a t  . i x  m u s t  b e  g r e a t e r  
t h a n  R ,  w h e r e  R  i s  p i p e  r a d i u s  f o r  i n t e r n a l  f l o w .  T h i s  r e s t r i c t i o n  c a n  b e  s h o w n  t o  a r i s e  f r o m  t h e  t e r m  
P V , , + I  b e i n g  p r o j e c t e d  i n  e q u a t i o n  ( 1 0 )  a n d  c a n  b e  t r a c e d .  i n  t h e  c a s e  o f  h i g h  R e y n o l d s '  n u m b e r s .  t o  
t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  U V ,  t e r m  i n  e q u a t i o n  ( 2 ) .  V i o l a t i o n  o f  t h i s  r e s t r i c t i o n  l e a d s  t o  u n s t a b l e  
b e h a v i o u r .  
2 1 7  
2 1 8  
"  ,  
S .  W .  A R M  F I E L D  A N D  C .  A .  J .  F L E T C H E R  
N U M E R I C A L  S T A B I L I T Y  O F  T H E  S C H E M E  
A v o n  N e u m a n n - t y p e  l i n e a r  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  o f  t h e  c o m p l e t e  s c h e m e ,  e q u a t i o n s  ( 1 0 ) ,  ( 1 3 )  a n d  ( 1 5 )  
i s  g i v e n  i n  A r m f i e l d
6  
T h i s  s h o w s  t h e  s t a b i l i t y  c o n d i t i o n  t o  b e ,  A x ? < R .  T o  o b t a i n  t h i s  t h e  e i g e n v a l u e s  
o f  t h e  a m p l i f i c a t i o n  m a t r i x  a r e  e v a l u a t e d  n u m e r i c a l l y .  A n  e q u i v a l e n t  r e s u l t  h a s  b e e n  o b t a i n e d  f o r  
c o m p u t a t i o n a l  a l g o r i t h m s  f o r  e x t e r n a l  s u b s o n i c  f l o w s  b a s e d  o n  e q u a t i o n s  ( 1 } _ ( 3 ) 5  
I n f l u e n c e  o f  t h e  U V ,  t e r m  
T o  d e m o n s t r a t e  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  U V ,  t e r m  o n  s t a b i l i t y ,  t w o  e q u a t i o n  s e t s  a r e  c o n s i d e r e d  
f u r t h e r .  F i r s t ,  t h e  f u r t h e r  r e d u c e d  s e t  
u U
x  
=  - P x  ,  
P r  =  - u v
x  
•  
( 1 6 )  
( r v ) ,  =  - r u ,  .  
I f  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  i n  t h e  r - d i r e c t i o n  i s  t a k e n  o f  t h e  d i s c r e t i z e d  v e r s i o n  o f  t h i s  e q u a t i o n  s e t , "  t h e  
f o l l o w i n g  r e l a t i o n  f o r  a ,  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  u ,  i s  o b t a i n e d ; "  
a
n
+
1  
=  _ { 3 a
n
+
1  
+  ( 3 { 3 +  l ) a
n  
- 3 { 3 a
n
-
1  
+  { 3 a
n
- '  ,  
w h e r e  { 3  =  - R ' ( l + i )  
2 A x
2
-
T h e  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r ,  A ,  i s  t h e n  o b t a i n e d  a s  t h e  z e r o s  o f  t h e  p o l y n o m i a l
6  
A 3  _  ( 3 { 3 + 1 )  A 2  +  _  3 { 3  A  _ _  { 3 _ .  
{ 3 +  1  { 3 + l  { 3 +  1  
T h e  z e r o s  o f  i n t e r e s t  a r e  
A =  
2 { 3  +  ~(4{32 4 { 3  )  
{ 3 +  1  - ( { 3 + l ) 2  - { 3 +  1  
2  
o r  
A =  { 3 ± v 7 3  
{ 3  +  1  .  
T h i s  c o n d i t i o n  r e s u l t s  i n ,  a f t e r  s u b s t i t u t i o n  f o r  { 3 ,  
A x  " "  R .  
( 1 7 )  
( 1 8 )  
( 1 9 )  
( 2 0 )  
( 2 1 )  
( 2 2 )  
T h u s  t h e  s i m p l i f i e d  s e t  o f  e q u a t i o n s  ( 1 6 )  l e a d s  t o  t h e  s a m e  s t a b i l i t y  c r i t e r i o n  a s  f o r  t h e  f u l l  
e q u a t i o n s .
6  
N u m e r i c a l  e x p e r i m e n t a t i o n  u s i n g  e q u a t i o n s  ( 1 0 ) ,  ( 1 3 )  a n d  ( 1 5 ) ,  w i t h  p i p e  f l o w  a t  R e  =  3 0 0 , 0 0 0  
b a s e d  o n  p i p e  d i a m e t e r ,  s u p p o r t s  t h e  s t a b i l i t y  c o n d i t i o n  A x  " "  R .  
T h e  o t h e r  e q u a t i o n  s e t  c o n s i d e r e d  i s  t h a t  w h e r e  t h e  u V
x  
t e r m  i s  d i s c a r d e d  f r o m  e q u a t i o n  ( 2 )  w h i l e ,  
a l l  o t h e r  t e r m s  i n  e q u a t i o n s  ( 1  ) - ( 3 )  a r e  r e t a i n e d .  T h i s  g i v e s  
1  
a u
x  
=  - P r  +  - R  [ u "  +  u ! r ]  - v u ,  ,  
e  .  
( 2 3 )  
1  
P ,  =  R e  [ v "  +  v ! r  - u l ? ]  - v v ,  ,  
( 2 4 )  
I N S T A B I L I T I E S  O F  R E D U C E D  N A V I E R - S T O K E S  E Q U A T I O N S  
( r v ) ,  +  r u
x  
=  0  .  
( 2 5 )  
A v o n  N e u m a n n  a n a l y s i s "  a n d  n u m e r i c a l  e x p e r i m e n t a t i o n  l e a d s  t o  a  s t a b i l i t y  c r i t e r i o n  
R  
R e  ! ! . r  . ; ;  I ! . x  .  
T h e  v v ,  t e r m  h a s  a  m u c h  s m a l l e r  e f f e c t  o n  t h e  s t a b i l i t y .  A s  c a n  b e  s e e n  i n  t h e  c a s e  o f  a  l a r g e  
R e y n o l d s '  n u m b e r  f l o w ,  t h e  R e y n o l d s '  n u m b e r  w i l l  a c t  t o  d a m p  t h e  n u m e r i c a l  i n s t a b i l i t y .  T h i s  
r e s u l t s  i n ,  f o r  h i g h  R e y n o l d s '  n u m b e r s ,  a  l e s s  s e v e r e  s t a b i l i t y  r e s t r i c t i o n  t h a n  t h a t  r e q u i r e d  w h e n  t h e  
u V
x  
t e r m  i s  i n c l u d e d .  
F u r t h e r  r e d u c t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n s  
F o r  f l o w  i n  d u c t s  t h e  n o r m a l  v e l o c i t y  c o m p o n e n t ,  v ,  i s  t y p i c a l l y  m u c h  s m a l l e r  t h a n  t h e  a x i a l  
v e l o c i t y  c o m p o n e n t ,  u .  ' . 6  T h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  n o r m a l  v e l o c i t y ,  v ,  i s  a s s u m e d  t o  b e  o f  o r d e r  8 ,  
w h e r e  8  i s  s m a l l .  T h e n  a n  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  a n a l y s i s  i n d i c a t e s  t h a t  e q u a t i o n  ( 9 )  m a y  b e  w r i t t e n  a s  
P  =  P ,  +  0 ( 8 )  .  ( 2 6 )  
T h i s  e n a b l e s  t h e  P v  c o m p o n e n t  o f  P  t o  b e  d i s c a r d e d ,  e f f e c t i v e l y  r e m o v i n g  e q u a t i o n  ( 2 )  f r o m  t h e  
e q u a t i o n  s e t ,  e q u a t i o n s  ( 1 ) - ( 3 ) .  
T o  d e t e r m i n e  i f  t h i s  f u r t h e r  r e d u c e d  s e t  i s  s t a b l e  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  c o n s i d e r  t h e  s i n g l e  e q u a t i o n  
1  
u U
x  
=  R e  [ u "  +  u , J r ]  - v u ,  
( 2 7 )  
T h e  - ( P I ) .  t e r m  m a y  b e  d i s c a r d e d  f r o m  t h e  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  a s  i t  c a n  o n l y  c o n t r i b u t e  a n  e r r o r  
c o n s t a n t  i n  r .  S i n c e  s u c h  a n  e r r o r  w o u l d  a l t e r  t h e  m a s s  f l o w  i t  w o u l d  l e a d  t o  e q u a t i o n  ( 8 )  n o t  b e i n g  
s a t i s f i e d .  B u t  e q u a t i o n  ( 8 )  i s  e n f o r c e d  a s  p a r t  o f  t h e  a l g o r i t h m ,  t h e r e f o r e  s u c h  a  c o n s t a n t  e r r o r  t e r m  
c a n n o t  a c c u m u l a t e .  
E q u a t i o n  ( 2 7 )  m a y  b e  d i s c r e t i z e d  e i t h e r  a s  a n  e x p l i c i t  s c h e m e , '  l e a d i n g  t o  a  s t a b i l i t y  c o n d i t i o n , "  
(  
3 1 ! . x  V I ! . x )  1  
2 R e ! ! . ?  - 2 ! ! . r  . ; ;  2  
( 2 S )  
o r  e q u a t i o n  ( 2 7 )  m a y  b e  d i s c r e t i z e d  a s  a n  i m p l i c i t  s c h e m e  o f  C r a n k - N i c o l s o n  t y p e  l e a d i n g  t o  
u n c o n d i t i o n a l  s t a b i l i t y ' "  
D I S C U S S I O N  
F o r  t h e  s o l u t i o n  o f  i n t e r n a l  f l o w  u s i n g  e q u a t i o n s  ( 1 ) - ( 3 ) ,  ( S )  a n d  ( 9 ) ,  t h e  a b o v e  a n a l y s i s  i n d i c a t e s  
t h a t  t h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  e q u a t i o n  s e t  a n d  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  r e l a t e d  c o m p u t a t i o n a l  a l g o r i t h m  
d e p e n d s  o n  t h e  d e g r e e  o f  a p p r o x i m a t i o n  a p p l i e d  t o  t h e  c r o s s - s t r e a m  m o m e n t u m  e q u a t i o n .  F o u r  
c a s e s  a r e  s u m m a r i z e d  i n  T a b l e  1 .  
F o r  c a s e s  A  a n d  0  t h e r e  i s  a  d i r e c t  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  e q u a t i o n  s e t  d e d u c e d  
f r o m  a  c h a r a c t e r i s t i c  a n a l y s i s 7  a n d  a  r e s t r i c t i o n  o n  t h e  m i n i m u m  a x i a l  s t e p - s i z e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  
s t a b i l i t y  a n a l y s i s  o f  t h e  n u m e r i c a l  r e s u l t s .  F o r  c a s e s  B a n d  C  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  a n a l y s i s  w a s  
i n c o n c l u s i v e  a n d  t h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  e q u a t i o n  s e t  h a s  b e e n  d e d u c e d  f r o m  t h e  n a t u r e  o f  t h e  a x i a l  
s t e p - s i z e  r e s t r i c t i o n .  
C a s e  A  u s e s  t h e  f u l l  e q u a t i o n  ( 2 )  a n d  l e a d s  t o  a  s e v e r e  a x i a l  s t e p - s i z e  r e s t r i c t i o n  o f  t h e  f o r m  I ! . x  ' "  
R  b o t h  i n  t h e  v o n  N e u m a n n  a n a l y s i s  a n d  n u m e r i c a l  e x p e r i m e n t a t i o n .  S o l u t i o n s  o b t a i n e d  w i t h  ! ! . X  ' "  
R ,  w h i l e  s t a b l e ,  w e r e  f o u n d  t o  b e  i n a c c u r a t e ,  d u e  t o  t h e  s e v e r i t y  o f  t h e  r e s t r i c t i o n .  S u c h  b e h a v i o u r  
s h o w s  t h a t  t h e  s e t  o f  e q u a t i o n s ,  ( 1 ) - ( 3 ) .  ( S )  a n d  ( 9 ) .  w h e n  s o l v e d  a s  d e s c r i b e d  i n  t h e  p r e v i o u s  
s e c t i o n ,  s t i l l  r e t a i n  a  s t r o n g  e l l i p t i c  i n f l u e n c e .  T h i s  i s  c o n f i r m e d  b y  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  a n a l y s i s .  
2 1 9  
S .  W .  A R M  F I E L D  A N D  C .  A .  J .  F L E T C H E R  
T a b l e  I .  A p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  c r o s s - s t r e a m  m o m e n t u m  e q u a t i o n  
C a s e  E q u a t i o n  ( 2 ) ,  P ,  =  
C h a r a c t e r  o f  A x i a l  s t e p - s i z e  
e q u a t i o n  s e t  r e s t r i c t i o n  
- - - - - -
- - - - -
A  
I  ,  
- l I V . r  - l ' V , - +  R e  [ v n '  +  v , / r  - v i r ]  
e l l i p t i c  
i l x  ' "  R  
B  
- t l V
I  
e l l i p t i c  
I l . ; r  ~ R  
1  ,  
m i l d l y  
R  
C  
- V V ,  +  - - [ v , r  +  v , / r  - v i r }  
e l l i p t i c  
. i t ? =  - - - - - . .  
R e  
R d r  
D  
0  
p a r a b o l i c  n o n e  
C a s e  B  a p p r o x i m a t e s  t h e  c r o s s - s t r e a m  m o m e n t u m  e q u a t i o n  a s  P ,  =  - I I V "  T h i s  l e a d s ,  b o t h  i n  t h e  
v a n  N e u m a n n  a n a l y s i s  a n d  i n  n u m e r i c a l  e x p e r i m e n t a t i o n ,  t o  a  s i m i l a r  s t a b i l i t y  r e s t r i c t i o n  a s  c a s e  A .  
F o r  c a s e  C  t h e r e  i s  s t i l l  a  s t a b i l i t y  r e s t r i c t i o n ,  b u t  i n  t h e  h i g h  R e y n o l d s '  n u m b e r  r a n g e  i t  i s  f a r  l e s s  
s e v e r e  t h a n  f o r  c a s e s  A  a n d  B ,  T h e  e x i s t e n c e  o f  s u c h  a  r e s t r i c t i o n ,  a l t h o u g h  l e s s  s e v e r e  t h a n  f o r  c a s e s  
A  a n d  B ,  s u g g e s t s  t h a t  c a s e  C  s t i l l  r e t a i n s  t h e  e l l i p t i c  n a t u r e  o f  t h e  f u l l  e q u a t i o n  s e t .  
F o r  c a s e  D  t h e  c r o s s - s t r e a m  m o m e n t u m  e q u a t i o n  i s  r e d u c e d  t o  P ,  =  0 ,  I n  t h i s  c a s e  i t  w a s  f o u n d ,  i n  
t h e  C r a n k - N i c o l s o n  t y p e  o f  f o r m u l a t i o n ,  t h a t  n o  s t a b i l i t y  r e s t r i c t i o n  e x i s t e d ,  e i t h e r  i n  t h e  v o n  
N e u m a n n  a n a l y s i s  o r  i n  p r a c t i c e ,  T h i s  s u g g e s t s  t h a t  t h e  e l l i p t i c  b e h a v i o u r  o f  t h e  p r e v i o u s  s e t s  h a s  
b e e n  e l i m i n a t e d ,  a n d  c a s e  D  i s  p a r a b o l i c .  A  c h a r a c t e r i s t i c  a n a l y s i s  c o n f i r m s  t h a t  t h i s  e q u a t i o n  s e t  i s  
p a r a b o l i c _  
F o r  s w i r l i n g  f l o w  t h e  t e r m  w ' ! r  m u s t  b e  a d d e d  t o  t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  r a d i a l  p r e s s u r e  g r a d i e n t ,  
P "  i n  T a b l e  L  I n  a d d i t i o n ,  t h e  c i r c u m f e r e n t i a l  m o m e n t u m  e q u a t i o n  m u s t  b e  i n c l u d e d  a s  
I  1  [  )  ,  ' J  
U W
x  
+  V W r  +  v w , r  =  R e  W
r
,  +  W  r  - w / r  .  
( 2 9 )  
F o r  c a s e s  A  t o  D ,  w i t h  s w i r l ,  s i m i l a r  a x i a l  s t e p - s i z e  r e s t r i c t i o n s  t o  t h o s e  s h o w n  i n  T a b l e  I  a r e  
o b t a i n e d ,  T h e  s w i r l  c o m p o n e n t  o f  t h e  c r o s s - s t r e a m  m o m e n t u m  e q u a t i o n  w ' ! r ,  a n d  e q u a t i o n  ( 2 9 ) ,  
d e  c o u p l e  f r o m  t h e  o t h e r  e q u a t i o n s  i n  b o t h  t h e  v o n  N e u m a n n  a n d  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  a n a l y s i s ,  T h u s  
t h e  i n c l u s i o n  o f  s w i r l  l e a d s ,  s i n c e  e q u a t i o n  ( 2 9 )  i s  p a r a b o l i c ,  t o  a n  e q u a t i o n  s e t  w i t h  a n  e q u i v a l e n t  
c h a r a c t e r  a s  t h a t  s h o w n  i n  T a b l e  I  w i t h o u t  s w i r L  6  
I n  c a s e  D  w i t h  s w i r l ,  t h e  r a d i a l  p r e s s u r e  i s  n o n - z e r o ,  a n d  d e t e r m i n e d  b y  t h e  e q u a t i o n ,  P ,  =  w ' ! r ,  
D e s p i t e  t h e  p r e s e n c e  o f  a  n o n - z e r o  r a d i a l  p r e s s u r e  g r a d i e n t ,  t h e  r e s u l t i n g  s e t  i s  p a r a b o l i c  a n d  m a y  b e  
s o l v e d  u s i n g  a  s i n g l e  d o w n - s t r e a m  m a r c h  w i t h  n o  r e s t r i c t i o n  o n  6 . x .  
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C O N C L U S I O N S  
T h e  u V
x  
t e r m  i n  t h e  c r o s s - s t r e a m  m o m e n t u m  e q u a t i o n  i s  t h e  d o m i n a n t  d e s t a b i l i z i n g  i n f l u e n c e  f o r  
h i g h  R e y n o l d s '  n u m b e r  f l o w s ,  i f  a  s i n g l e  s w e e p  m a r c h i n g  a l g o r i t h m  i s  a p p l i e d  t o  t h e  N a v i e r - S t o k e s  
e q u a t i o n s ,  w i t h  t h e  s t r e a m - w i s e  d i f f u s i o n  t e r m s  d e l e t e d ,  T h e  m a r c h i n g  a l g o r i t h m  c a n  b e  s t a b i l i z e d  i f  
t h e  m a r c h i n g  s t e p  e x c e e d s  h a l f  t h e  c r o s s - s t r e a m  e x t e n t  o f  t h e  c o m p u t a t i o n a l  d o m a i n _  T h e  
c o n d i t i o n a l  s t a b i l i t y  i s  l i n k e d  t o  t h e  e l l i p t i c  n a t u r e  o f  t h e  r e d u c e d  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s ,  
F o r  m a n y  f l o w s  t h e  U V t :  t e r m  m a y  b e  d e l e t e d  f r o m  t h e  c r o s s - s t r e a m  m o m e n t u m  e q u a t i o n  o n  a n  
o r d e r - o f - m a g n i t u d e  b a s i s ,  T h e  e q u a t i o n  s e t  i s  t h e n  m i l d l y  e l l i p t i c ,  b u t  t h e  c o r r e s p o n d i n g  a x i a l  
s t e p - s i z e  r e s t r i c t i o n  p e r m i t s  a c c u r a t e  s o l u t i o n s  t o  b e  o b t a i n e d  f o r  h i g h  R e y n o l d s '  n u m b e r  f l o w s ,  
T h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  m a y  b e  r e n d e r e d  c o m p l e t e l y  n o n - e l l i p t i c  b y  r e d u c i n g  t h e  c r o s s - s t r e a m  
m o m e n t u m  e q u a t i o n  t o  P r  =  0  f o r  n o n - s w i r l i n g  f l o w s ,  o r  P r  =  w
2
/ r  f o r  s w i r l i n g  f l o w s .  S u c h  a  
r e d u c t i o n  e l i m i n a t e s  t h e  a c c o m p a n y i n g  m i n i m u m  m a r c h i n g  s t e p - s i z e  r e s t r i c t i o n  a n d  e n a b l e s  a n  
i m p l i c i t  s c h e m e  w i t h  u n c o n d i t i o n a l  s t a b i l i t y  t o  b e  i m p l e m e n t e d .  
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N U M E R I C A L  S I M U L A T I O N  O F  S W I R L I N G  
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S .  W .  A R M F I E L D  A N D  C .  A .  J .  F L E T C H E R  
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S U M M A R Y  
A  r e d u c e d  f o r m  o f  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  i s  d e v e l o p e d  w h i c h  d o e s  n o t  h a v e  t h e  u s u a l  m i n i m u m  a x i a l  
s t e p  s i z e  r e s t r i c t i o n .  T h e  e q u a t i o n s  a r e  a b l e  t o  p r e d i c t  a c c u r a t e l y  t u r b u l e n t  s w i r l i n g  f l o w  i n  d i f f u s e r s .  A n  
e f f i c i e n t  s i n g l e  s w e e p  i m p l i c i t  s c h e m e  i s  d e v e l o p e d  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  a  v a r i a b l e  g r i d  s i z e  d o m a i n - c o n f o r m -
i n g  c o - o r d i n a t e  s y s t e m .  T h e  p r e s e n t  s c h e m e  i n d i c a t e s  g o o d  a g r e e m e n t  w i t h  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  f o r  ( 1 )  
t u r b u l e n t  p i p e  f l o w ,  ( 2 )  t u r b u l e n t  d i f f u s e r  f l o w ,  ( 3 )  t u r b u l e n t  s w i r l i n g  d i f f u s e r  f l o w .  T h e  s t r o n g  c o u p l i n g  
b e t w e e n  t h e  s w i r l  a n d  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  p r o f i l e s  o u t s i d e  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  r e g i o n  i s  d e m o n s t r a t e d .  
K E Y  W O R D S  T u r b u l e n t  S w i r l i n g  D i f f u s e r  F l o w  R e d u c e d  N a v i e r , - S t o k e s  E q u a t i o n s  
1 .  I N T R O D U C T I O N  
D i f f u s e r  a u g m e n t e d  w i n d  t u r b i n e s  o f f e r  a n  e f f i c i e n t  m e a n s  o f  g e n e r a t i n g  e l e c t r i c i t y ,  b o t h  o n  t h e  
g r o u n d  a n d  i n  t h e  j e t  s t r e a m l . 2  T h e  d i f f u s e r ,  w h e n  p l a c e d  d o w n s t r e a m  o f  t h e  t u r b i n e ,  c o n v e r t s  
d y n a m i c  p r e s s u r e  i n t o  s t a t i c  p r e s s u r e  a n d  i m p r o v e s  t h e  e f f i c i e n c y .  T h e  f l o w  t h r o u g h  t h e  d i f f u s e r  
i s  c h a r a c t e r i z e d  b y  a  s i g n i f i c a n t  p o s i t i v e  p r e s s u r e  g r a d i e n t  a n d  s o m e  s w i r L  
F o r  m a x i m u m  e f f i c i e n c y  i t  i s  i m p o r t a n t  t h a t  t h e  d i f f u s e r  d o e s  n o t  s t a l l ,  t h a t  i s  t h a t  t h e  f l o w  
d o e s  n o t  s e p a r a t e  f r o m  t h e  w a l l .  T h e r e  i s  e v i d e n c e
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t h a t  s w i r l  c a n  p r e v e n t  t h e  d i f f u s e r  f l o w  f r o m  
s e p a r a t i n g  a t  s o m e  d i f f u s e r  a n g l e s ,  a n d  t h e r e b y  e n a b l e  o p e r a t i o n  a t  l a r g e r  d i f f u s e r  a r e a  r a t i o s  
w i t h  a  c o r r e s p o n d i n g l y  h i g h e r  p o w e r  o u t p u t .  T h u s  t h e  a b i l i t y  t o  p r e d i c t  t h e  f l o w  b e h a v i o u r  i s  
i m p o r t a n t  i n  d i f f u s e r  d e s i g n .  
I t  h a s  b e e n  s h o w n
4
•
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t h a t  i n t e r n a l  f l o w s  i n  d u c t s  a n d  p i p e s  c a n  b e  p r e d i c t e d  u s i n g  r e d u c e d  
f o r m s  o f  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s ,  i n  w h i c h  t h e  a x i a l  d i f f u s i o n  t e r m s  a r e  d r o p p e d .  T h i s  
r e d u c t i o n  h a s  t h e  a d v a n t a g e  o f  d e c r e a s i n g  t h e  c o m p u t e r  t i m e  a n d  s t o r a g e  r e q u i r e d ,  c o m p a r e d  
t o  t h a t  r e q u i r e d  t o  s o l v e  t h e  f u l l  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s .  
T h e  r e d u c t i o n  i s  o n l y  p o s s i b l e  w h e n  t h e  f l o w  i s  n e a r l y  ' p a r a b o l i c ' ,  t h a t  i s  w h e n  t h e  f l o w  h a s  
m i n i m a l  u p s t r e a m  i n f l u e n c e .  I n  t h i s  p a p e r  a n  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  a n a l y s i s  i s  u s e d  t o  s h o w  t h a t  
a  s i m i l a r  r e d u c t i o n  i s  a l s o  v a l i d  f o r  s w i r l i n g  f l o w  i n  a  d i f f u s e r ,  p r o v i d e d  t h a t  b o t h  s w i r l  a n d  
d i f f u s e r  a n g l e  a r e  s m a l l .  T h e  ' p a r a b o l i c '  r e q u i r e m e n t  l i m i t s  t h e  p r e d i c t i o n  t o  n o n - r e v e r s i n g  f l o w s ,  
a s  o t h e r w i s e  u p s t r e a m  b e h a v i o u r  i s  i n f l u e n c e d  s i g n i f i c a n t l y .  
C o n c e p t u a l l y  s i m i l a r  r e d u c e d  f o r m s  o f  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  h a v e  b e e n  s t u d i e d , . , 7  i n  
r e l a t i o n  t o  t h e  f l o w  a r o u n d  b o d i e s  i n  a n  o t h e r w i s e  u n d i s t u r b e d  f r e e  s t r e a m .  F o r  e x t e r n a l  f l o w s  
i t  i s  k n o w n
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t h a t  t h e  p r e s s u r e  c a n  i n t r o d u c e  a n  ' e l l i p t i c '  b e h a v i o u r ,  a n d  t h i s  i s  r e s p o n s i b l e  f o r  
i m p o s i n g  a  m i n i m u m  s t e p  s i z e  i n  t h e  m a r c h i n g  ( a x i a l )  d i r e c t i o n ,  t o  o b t a i n  a  s t a b l e  s o l u t i o n .  
A  s i m i l a r  p r e s s u r e - i n d u c e d  i n s t a b i l i t y  c a n  i m p o s e  a  m i n i m u m  s t e p  s i z e  f o r  i n t e r n a l  f l o w s .  
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s .  W .  A R M  F I E L D  A N D  C .  A .  J .  F L E T C H E R  
H o w e v e r .  A r m f i e l d  a n d  F l e t c h e r
H  
s h o \ v  t h a t  t h e  o r d e r - o r - m a g n i t u d e  n e g l e c t  o f  t e f m s  i n  t h e  r a d i a l  
m o m e n t u m  e q u a t i o n  s u p p r e s s e s  t h e  d e s t a b i l i z i n g  p r e s s u r e  b e h a v i o u r .  a n d  w i t h  i t  t h e  m i n i m u m  
a x i a l  s t e p  s i z e  r e s t r i c t i o n .  T h i s  i s  p a r t i c u l a r l y  i m p o r t a n t  i n  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n ,  s i n c e  a  
s m a l l  a x i a l  s t e p  s i z e  i s  r e q u i r e d  t o  o b t a i n  l o c a l l y  a c c u r a t e  p r e d i c t i o n s .  
A  d o m a i n - c o n f o r m i n g  c o - o r d i n a t e  s y s t e m  i s  u s e d ,  w i t h  c y l i n d r i c a l  c o - o r d i n a t e s  i n  t h e  
c y l i n d r i c a l  s e c t i o n ,  a n d  s p h e r i c a l  c o - o r d i n a t e s  i n  t h e  d i f f u s e r  s e c t i o n .  T h i s  e n a b l e s  t h e  e q u a t i o n s  
t o  b e  s o l v e d  i n  t h e  s i m p l e s t  p o s s i b l e  m a n n e r  a n d  a l l o w s  t h e  m e t h o d  t o  b e  e a s i l y  a d j u s t e d  t o  s u i t  
a x i s y m m e t r i c  n o n - c o n i c a l  d i f f u s e r  g c o m e t r i e s .
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A l t e r n a t i v e l y  a n  o r t h o g o n a l  c o - o r d i n a t e  s y s t e m  
m a y  b e  g e n e r a t e d  u s i n g  t h e  S c h w a r t z - C h r i s t o f f e l  t r a n s f o r m a t i o n  a n d  a  p o t e n t i a l  f l o w  s o l u t i o n .  I D  
H o w e v e r ,  t h i s  r e q u i r e s  a  c o m p u t a t i o n a l l y  e x p e n s i v e  i t e r a t i v e  p r o c e d u r e  t o  l o c a t e  t h e  u n k n o w n  
p o l e s  i n  t h e  i n t e r m e d i a t e  t r a n s f o r m  p l a n e .  
S i n c e  t h e  f l o v . /  i s  a x i s y m m e t r i c  t h e  e q u a t i o n s  a r e  s o l v e d  i n  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  d o m a i n  ( . \ : .  r ) ,  
w h e r e  x  i s  t h e  a x i a l  c o - o r d i n a t e  a n d  . .  t h e  r a d i a l  c o - o r d i n a t e .  T h e  s o l u t i o n  f o r  t h e  w h o l e  f l o w  
f i d d  i s  o b t a i n e d  b y  a  s i n g l e  s w e e p  i n  t h e  x  d i r e c t i o n .  u s i n g  a  s e q u e n c e  o f  o n e - d i m e n s i o n a l  
c a l c u l a t i o n s  i n  t h e  r  d i r e c t i o n .  
T h e  t u r b u l e n t  f l u c t u a t i o n s  a r e  r e p r e s e n t e d  b y  R e y n o l d s  s t r e s s  t e r m s .  w h i c h  a r e  m o d e l l e d  u s i n g  
a n  a l g e b r a i c  e d d y '  v i s c o s i t y  c l o s u r e .  T h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  c a n  b e  r e d u c e d  i n  a  s i m i l a r  w a y  t o  
t h e  o t h e r  t e r m s  i n  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s ,  s o  t h a t  t h e  p a r a b o l i c  n a t u r e  o f  t h e  a l g o r i t h m  
i s  u n a f f e c t e d .  
T h e  r e s t  o f  t h e  p a p e r  i s  a r r a n g e d  a s  f o l l o w s .  S e c t i o n  2  p r o v i d e s  d e t a i l s  o f  t h e  c o m p u t a t i o n a l  
a l g o r i t h m .  F i r s t ,  t h e  o r d c r - o f - m a g n i t u d e  a n a l y s i s  a n d  t h e  m e t h o d  o f  s o l u t i o n  a r e  s h o w n  
( s e c t i o n s  2 . 1 - 2 . 4 ) .  T h e  t u r b u l e n c e  m o d e l  i s  d e s c r i b e d  ( s e c t i o n  2 . 5 )  a n d  s t a b i l i t y  p r o b l e m s  a r e  
o u t l i n e d  ( s e c t i o n  2 . 6 ) .  M a j o r  a l t e r a t i o n s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  c h a n g e o v c r  f r o m  c y l i n d r i c a l  t o  
s p h e r i c a l  c o - o r d i n a t e s  a r c  d i s c u s s e d  ( s e c t i o n  2 . 7 ) .  C o m p a r i s o n  w i t h  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  i s  m a d t :  
i n  s e c t i o n  3 ,  w i t h  e m p h a s i s  o n  t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  s w i r l  a n d  a x i a l  v e l o c i t y  p r o f i l e s  i n  t h e  
d i f f u s e r .  
2 .  C O M P U T A T I O N A L  A L G O R I T H M  F O R  I N T E R N A L  S W I R L I N G  F L O W  
I n  t h i s  s e c t i o n  i t  i s  s h o w n  t h a t  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  m a y  b e  r e d u c e d  a n d  t h a t  i t  i s  
p o s s i b l e  t o  s o l v e  t h e m  w i t h  a  s i n g l e  s w e e p  o f  t h e  g i v e n  d o m a i n  i n  t h e  f l o w  d i r e c t i o n .  T h e  m a i n  
d i f f i c u l t y  i s  t h a t  o f  d e t e r m i n i n g  t h e  p r e s s u r e  f i e l d ,  S i n c e  i n t e r n a l  f l o w  i s  c o n f i n e d  a  m a s s  f l o w  
c o n s t r a i n t  m a y  b e  i m p o s e d ,  f r o m  w h i c h  t h e  a x i a l  p r e s s u r e  g r a d i e n t  i s  d e t e r m i n e d .  H o w e v e r ,  t h e  
r a d i a l  p r e s s u r e  g r a d i e n t  m u s t  b e  p r o j e c t e d  f r o m  t h e  u p s t r e a m  s o l u t i o n .  
A n  i m p l i c i t  s c h e m e  i s  d e r i v e d ,  w h i c h  i s  f o u n d  t o  g i v e  i m p r o v e d  s t a b i l i t y  a n d  a l l o w  a  c o a r s e r  
g r i d  t o  b e  u s e d ,  w i t h  a c c o m p a n y i n g  s a v i n g s  i n  c o m p u t i n g  t i m e ,  w h e n  c o m p a r e d  w i t h  t h a t  r e q u i r e d  
b y  a n  e q u i v a l e n t  e x p l i c i t  s c h e m e .  
2 . 1 .  F o r m u l a t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n s  
T h e  f l o w  i s  c o n s i d e r e d  t o  b e  a x i s y m m e t r i c ,  i n c o m p r e s s i b l e  a n d  o f  c o n s t a n t  v i s c o s i t y .  
F o r  c y l i n d r i c a l  c o - o r d i n a t e s  ( x ,  . .  ,  q , ) ,  a s  s h o w n  i n  F i g u r e  I ,  t h e  v e l o c i t y  v e c t o r  V  h a s  
c o m p o n e n t s  ( H .  I "  \ \ . - ' )  i n  t h e  a x i a l ,  r a d i a l  a n d  c i r c u m f e r e n t i a l  d i r e c t i o n s ,  r e s p e c t i v e l y .  P  i s  t h e  
p r e s s u r e .  
F o r  R e  =  p D U r n / v ,  w h e r e  D ,  t h e  d i a m e t e r  o f  t h e  c y l i n d e r ,  i s  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  l e n g t h  a n d  U r n ,  
t h e  m e a n  a x i a l  v e l o c i t y  a t  t h e  i n l e t ,  i s  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  v e l o c i t y ,  t h e  n o n - d i m e n s i o n a l  g o v e r n i n g  
e q u a t i o n s  f o r  t h r e e - d i m e n s i o n a l ,  s t e a d y ,  i n c o m p r e s s i b l e  f l o w  i n  ( x ,  r ,  < / »  c o - o r d i n a t e s  a r e  
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_  C y l i n d r i c a l  S e c t i o n  
( c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  x ,  r,~) 
D i f f u s e r  S e c t i o n  
x '  
( s p h e r i c a l  -
c o o r d i n a t e s  , , 5 , 4 1 , 9 )  
, \ : [ ( ) m e n t w n  e q l l ( l [ i ( ) 1 1 S :  
F i g u r e  l .  C(h)rdinatL'~: - : ; t " r n s  
I  
r u ,  +  1 / 1 1 . " (  =  - P
x  
+  R - - [ l I , r  - + - I t , ,  r  +  1 ( \ "  .  . . , ] ,  
C  
J  , 1  J  
L T  + u c  - ) . r - . r = - P  +  - e t :  + r  r + u .  - L " . r - ]  
r  x '  r  R e  r r  , .  . \ . ' 1 '  I  •  
I  ,  
n r  +  l I \ t '  +  V H ' i r  =  - _ · - - [ w  +  \ \ '  ' I " . . . i , - I f  - \ V , , . - ]  
r  . x  I  R e  r r  "  x . ,  I  •  
C o n t i n u i t y  e q u a t i o n :  
( r t ' ) ,  +  r u
x  
=  0 ,  
( 1 1  
( 2 )  
( 3 )  
( 4 )  
w h e r e  s u b s c r i p t s  d e n o t e  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a t i o n ,  
T o  s o l v e  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  ( 1 ) - · ( 4 )  c o m p u t a t i o n a l l y ,  a l l  v a r i a b l e s  m u s t  b e  s t o r e d  a t  a l l  
n o d a l  p o i n t s ,  w i t h  m u l t i p l e  s w e e p s  m a d e  o v e r  t h e  d o m a i n ,  T h i s  r e q u i r e s  l a r g e  a m o u n t s  o f  
c o m p u t e r  s t o r a g e  a n d  t i m e .  
2 . 2 .  R e d u c t i o n  o f  t l J e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  
I t  i s  s h o w n ,  o n  a n  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  b a s i s .  t h a t  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  m a y  b e  r e d u c e d  
w h e n  t h e  f l o w  i s  n e a r l y  ' p a r a b o l i c ' .  T h i s  i s  t h e  c a s e  f o r  n o n - s e p a r a t i n g  p i p e  f l o w  w h e n  t h e  a x i a l  
l e n g t h  i s  m u c h  g r e a t e r  t h a n  t h e  d i a m e t e r ,  i . e .  a w a y  f r o m  t h e  e n t r y  r e g i o n .  A l s o  i t  i s  s h o w n  t o  h o l d  
f o r  s w i r l i n g  d i f f u s e r  f l o w ,  p r o v i d i n g  b o t h  t h e  s w i r l  a n d  t h e  d i f f u s e r  a n g l e  a r e  s m a l l .  O n c e  t h i s  
r e d u c t i o n  i s  m a d e  i t  i s  t h e n  p o s s i b l e  t o  i m p l e m e n t  a  s i n g l e  s w e e p  m a r c h i n g  a l g o r i t h m .  
T h e  r e d u c t i o n  o f  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  i s  b a s e d  o n  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n s :  
( a )  L »  R  
( b )  u  - I  
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( d )  I V  <  I I  
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w h e r e  L  i s  p i p e  e n t r y  l e n g t h .  R  i s  p i p e  r a d i u s ,  0 · 5  i n  n o n - d i m e n s i o n a l  u n i t s  a n d  b  i s  b o u n d a r y  
l a y e r  t h i c k n e s s .  
C o n d i t i o n  ( a )  w i l l  b e  v a l i d  e v e r y w h e r e  e x c e p t  a t  t h e  i n i t i a l  s t a g e s  o f  d e v e l o p i n g  p i p e  f l o w .  
C o n d i t i o n  ( b )  c o m e s  f r o m  t h e  n o n - d i m e n s i o n a l i z a t i o n .  C o n d i t i o n  ( c )  s a y s  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  
c a n n o t  b e  g r e a t e r  t h a n  t h e  c r o s s - s t r e a m  e x t e n t  o f  t h e  f l o w ' ,  C o n d i t i o n  ( d )  i s  i m p o s e d  t o  m a i n t a i n  
p o s i t i v e  a x i a l  v e l o c i t y ,  a n d  i m p l i e s  l o w  s w i r l .  
A n  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  a n a l y s i s  g i v e s  
[ I x  - . . ,  1 ,  . . . .  L .  u
x
; . ; ;  - - . . .  l,/L~. 
I f  x  . . . . .  W , L .  n ' n  . . . . . . .  W i L : ! .  
r , l e  , . . , .  R , L = .  r , u :  - . . .  R / L 2 ,  
w h e r e  W '  i s  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  s \ v i r l .  
H r  - . . . .  I . '  ( ) .  l I , r " " ' "  I / ( ) : ! ,  
H ' ,  - . . .  H /  ' ( j .  H ' r r  . . . . .  v V  ( ) 2 ,  
l ' ,  - I .  L  l ' "  - l , '  R L  
S u b s t i t u t i o n  i n t o  e q u a t i o n s  ( I  ) - ( 4 )  s h o w s  t h a t  t h e  ' n  t e r m s  c a n  b e  d r o p p e d  w i t h  l i t t l e  e f f e c t !  
t o  g i v e  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n s  
1  
1 1 1 1  . . .  +  r U
r  
=  ~ p~ +  - - - [ l I
r r  
+  / l r : , ' r ] ,  
R e  
"  I  [  .  .  " ]  
u r  + t T  - \ V - I r =  - P  + - l '  + r  ' / " - c i r -
x  r  I  r  R e  r r  Y . '  !  ,  
I  
n r  + u H ' _ + n v / r = - - - [ w  + w , ' r - H ' / r : ? ' ]  
r  x  '  R I "  r r  r . .  , . '  
( r r ) ,  +  I ' l l ,  =  O .  
( 5 )  
( 6 )  
( 7 )  
( 8 )  
T h e  a b o v e  s e t  o f  e q u a t i o n s  i s  n o t  p a r a b o l i c .  s i n c e  t e r m s  i n  e q u a t i o n  ( 6 )  i n t r o d u c e  a n  e l l i p t i c - t y p e  
b e h a v i o u r ,  w h i c h  h a s  b e e n  d e m o n s t r a t e d  b y  s h o w i n g  t h a t  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  p o l y n o m i a l  h a s  
i m a g i n a r y  r o o t s .
s  
T h i s  b e h a v i o u r  i n t r o d u c e s  a  s e v e r e  s t a b i l i t y  r e a c t i o n .
s  
A  s i m i l a r  d e s t a b i l i z i n g  
b e h a v i o u r  o c c u r s  i n  e x t e r n a l  0 0 W 5 .
6  
T o  r e m o v e  t h i s  e l l i p t i c  i n f l u e n c e .  e q u a t i o n  ( 6 )  i s  f u r t h e r  r e d u c e d  b y ,  f i r s t .  s p l i t t i n g  t h e  p r e s s u r e  
i n  t h e  f o l l o \ v i n g  m a n n e r :  
P  =  p  , ( x )  +  P , . ( r ,  x )  +  P w ( r ,  x ) ,  
( 9 )  
w h e r e  P ,  ( x )  i s  t h e  p r e s s u r e  a t  t h e  a x i s ,  a n d  P , . ( r ,  x ) ,  P , . . ( r ,  x )  a r e  r a d i a l l y  d e p e n d e n t  c o m p o n e n t s  
o f  P  d e t e r m i n e d  f r o m  e q u a t i o n  ( 6 )  s u c h  t h a t  
I  
( P , . ) ,  =  - U V ,  - u t ' ,  +  I f ;  [ r "  +  v ,  - v / r
2
] ,  
( P w ) ,  =  1 1 ' 2 / 1 ' .  
P I '  c a n  b e  i n t e r p r e t e d  a s  p r o v i d i n g  t h e  r a d i a l  v a r i a t i o n  o f  t h e  p r e s s u r e  i n  n o n - s w i r l i n g  f l o w s .  
T h e n  P  w  p r o v i d e s  a n  a d d i t i o n a l  r a d i a l  v a r i a t i o n  d u e  t o  s w i r l .  
A n  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  a n a l y s i s  g i v e s  
P , .  _  R / L ' ,  
,  
P " , - w - ;  
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_  D i f f u s e r  S e c t i o n  
( X
S  
i s  m e a s u r e d  
f r o m  o r i g i n  o f  
s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s )  
F i g u r e  2 .  G r i d  n o t a t i o n  
p  ~ P ,  +  R .  L '  +  P "  . .  
F r o m  e q u a t i o n  ( 5 )  P  " - '  1 ,  a n d  ~incc R / L 2 «  1 ,  P  w i l l  n o w  b e  d e f i n e d  a s  
P~P,+PW' 
~ 
n . 1  
I  .  
- 1 - 1  
A 9 j  
f  
i  +  1  
r a t h e r  t h a n  t h e  d e f i n i t i o n  g i v e n  b y  e q u a t i o n  ( 9 ) .  T h i s  e n a b l e s  e q u a t i o n  ( 6 )  t o  b e  r e d u c e d  t o  
P , = H , 2 1 ' .  
( 1 0 )  
E q u a t i o n s  ( 5 ) ,  ( 1 0 ) ,  ( 7 )  a n d  ( 8 )  n o w  p r o v i d e  t h e  s e t  o f  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  w h i c h  w i l l  b e  s o l v e d  
n u m e r i c a l l y .  t o g e t h e r  w i t h  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  
u ( R ,  x )  ~ v i R ,  x )  ~ I \ ( R ,  x )  ~ 0 ,  
u , ( O ,  x )  ~ v ( O ,  x )  ~ \ 1 ' ( 0 .  x )  ~ 0 ,  
O~x~X, 
w h e r e  X  i s  t h e  t o t a l  a x i a l  l e n g t h  a n d  R  i s  t h e  r a d i u s  a t  t h e  w a l l .  
2 . 3 .  D i s c r € ! t i : a r i o l 1  
( I  I )  
A  r e c t a n g u l a r  m e s h  h a v i n g  v a r i a b l e  ~x a n d  M  i s  u s e d  i n  t h e  c y l i n d r i c a l  s e c t i o n ;  i n  t h e  d i f f u s e r  
s e c t i o n  a  r a d i a l  m e s h  i s  u s e d  w i t h  v a r i a b f e  ~x' a n d  ~O ( F i g u r e  2 ) .  
I n  b o t h  r e g i o n s  t h e  s u b s c r i p t  i  i n d i c a t e s  l o c a t i o n  i n  t h e  r a d i a l  d i r e c t i o n .  w i t h  i  =  1  i n d i c a t i n g  
t h e  a x i s  a n d  i  =  k  t h e  w a l l .  T h e  s u p e r s c r i p t  n  i n d i c a t e s  l o c a t i o n  i n  t h e  a x i a l  d i r e c t i o n .  
T h e  v a r i a b l e s  1 1 ,  v  a n d  I V  a r c  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  o f  t h e  i n i t i a l  b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m ,  g i v e n  
b y  e q u a t i o n s  ( 5 ) ,  ( 1 0 ) ,  ( 7 )  a n d  ( 8 ) .  T h e s e  f u n c t i o n s  a r e  a p p r o x i m a t e d  b y  d i s c r e t i z i n g  e q u a t i o n s  ( 5 ) ,  
( 1 0 ) ,  ( 7 )  a n d  ( 8 )  a n d  s o l v i n g  t h e  r e s u l t i n g  s y s t e m  o f  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  t o  o b t a i n  t h e  s e t s  I ' ( X " ,  r , ) ,  
v ( x " , r J ,  e t c .  W h e n  a  s o l u t i o n  i s  r e q u i r e d  a w a y  f r o m  n o d a l  p o i n t s  i t  i s  o b t a i n e d  b y  l i n e a r  
i n t e r p o l a t i o n .  
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T h e  n o t a t i o n  u ?  w i l l  b e  u s e d  t o  d e n o t e  a  m e m b e r  o f  t h e  s e t  i " i ( x l ! .  I " i ) ;  u l ! ( r )  w i l l  d e n o t e  t h e  
e x a c t  s o l u t i o n  t o  t h e  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o b t a i n e d  b y  d i s c r c t i z i n g  i n  t h e  x  d i r e c t i o n  
o n l y .  V a r i a b l e s  t ' .  w a n d  P  a r e  t r e a t e d  i n  t h e  s a m e  \ v a y .  
2 . 4 .  A 1 e t l w d  q l  s o l u t i o n  
T h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  ( 5 ) ,  ( 1 0 ) .  ( 7 )  a n d  ( 8 )  i s  p a r a b o l i c .  T h e r e f o r e  i t  i s  s o l v e d  n u m e r i c a l l y  
a s  a n  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m  i n  x .  D i s c r e t i z i n g  i n  t h e  x  d i r e c t i o n  p r o d u c e s  a  s y s t e m  o f  n o n - l i n e a r  
o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  T o  l i n c a r i z c  t h i s  s y s t e m  s o m e  t e r m s  a r c  p r o j e c t e d  f r o m  u p s t r e a m  
l o c a t i o n s .  T h i s  p r o d u c e s  a  l i n e a r  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  i n  6 . . 1 I 7 - ' - 1  a n d  ! 1 p
1
i  - r - \  a f t e r  d i s c r c t i z i n g  i n  
t h e  / '  d i r e c t i o n .  
T h e  l i n c a r i z a t i o n  a n d  p r o j e c t i o n  i n t r o d u c e  s o m e  f i r s t - o r d e r  e r r o r s  i n t o  w h a t  i s  o t h e n v i s e  a  
s e c o n d - o r d e r  s c h e m e .  F o r  t y p i c a l  n o n - s e p a r a t i n g  n o w s  c o m p a r i s o n  w i t h  a  f u l l y  s e c o n d - o r d e r  
m u l t i - s w e e p  s c h e m e  h a s  d e m o n s t r a t e d  t h a t  s u c h  a n  a p p r o x i m a t i o n  l e a d s  t o  a n  e r r o r  o f  n o  m o r e  
t h a n  I  p e r  c e n t .  a n d  i s  j u s t i f i e d  o n  t h e  g r o u n d s  o f  c o m p u t a t i o n a l  e f G c i e n c y .  T h e  d i s c r e t i z e d  f o r m s  
o f  e q u a t i o n s  ( 7 ) .  ( 1 0 ) ,  ( 5 )  a n d  ( 8 )  a r c  s o l v e d  a t  e a c h  s t a t i o n  1 1  t o  o b t a i n  W i ' t - I ,  P:~'~il, u i
l
-
1  
a n d  r ; ' +  I .  
A l l  t e r m s  a r e  e v a l u a t e d  a t  s t a t i o n  1 1  +  t ,  e x c e p t  1 1  a n d  F  i n  e q u a t i o n s  ( 5 )  a n d  ( 7 ) ,  T h e s e  t e r m s  
a r e  p r o j e c t e d  f r o m  u p s t r e a m  l o c a t i o n s .  T h i s  i n t r o d u c e s  a  f i r s t - o r d e r  a p p r o x i m a t i o n ,  a n d  i s  
p a t e n  t i a l l y  d e s t a  b i l i z i n g .  a l  t h o u g h .  p r o v i d e d  t h a t  t h e  c o n s t r a i n t s  ( a ) .  ( b ) .  ( c )  a n d  ( d )  o f  s e c t i o n  2 . 2  a r e  
f u l f i l l e d .  t h e  i n f l u e n c e  i s  n o t  g r e a t .  
T o  o b t a i n  1 \ , ; / - 1  e q u a t i o n  ( 7 )  i s  d i s c r e t i z e d  i n  t h e  x  d i r e c t i o n  t o  g i v e ,  
u ' I . 1 l r n + l , i . 1 x " - l  = G ( H ' , , - + - 1 2 .
r
' I + 1 2 , r ) + 0 ( . 1 x
2
) ,  
w h e r e  
. . j . . "  ' . ,  . ,  1  . , '  , . " . ,  . ,  C " - o " l : 2
I V
, , - 1 ' 2  
G(~V" 1  - ,  ! I " - r - l  - ,  r " +  l'~,r) =  R--[Ir~r-l - +  W~T 1  r  _  ) , ' v , l I +  1
1
- / I " - J  _  [ ; ' I T  1  -H'~+ 1  
e  r  
T h e  l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  G  i s  d i s c r e t i z c d  u s i n g  
[  
(H'~'_l-w7_d., 
" , ( x " .  r ; ) J .  ~ .~- +  O ( M - ) .  
( " v , r ; _ l  +  M ; )  
[ \ \ , ( X ' I ,  r i ) ] , r  =  ((\\';:-:_J.,=~:12 _  ( w 7  - \ \ , i ' - 1  ) )  ii~~ri+ I  +  ,1ri_~ +  O ( . 1 , . : ' ! ) ,  
. 1 r
i
- + -
1  
o . f
i
!  2  
w h e r e  
. 1 r
i
+  t  =  r
i
+  1  - r i '  
t o  o b t a i n  C ( I I ' ; ' . l I ; ' +  t . ' 2 ,  V ; I  +  1 : 2 1 ' , ) ,  t h e  d i s c r e t i z e d  v e r s i o n  o f  G ,  g i v i n g  t h e  f o l l o w i n g  l i n e a r  s y s t e m  i n  
~W7+1: 
[ ( u i
d  
1 , . ' 2  /~.\" +  1 , '  2 ) 1  _  C ( u ; '  +  L  1 2 ,  r ;  +  l ;  2 ,  r , ) / 2 J  L l  \\-~r' 1  =  C (  \ \  _ _  ' ; ,  u 7  +  t  / 2 ,  V ;  +  L  ' 2 ,  r
i
)  +  0 ( . 1 x
2
,  ~(2), ( 1 2 )  
T h e  t e r m s  \ ' \ < ' +  1  a r c  o b t a i n c d  b y  s o l v i n g  t h e  t r i d i a g o n a l  s y s t e m  r e s u l t i n g  f r o m  e q u a t i o n  ( 1 2 ) .  
T o  o b t a i n  P:,~ 1 ,  e q u a t i o n  ( 1 0 )  i s  d i s c r e t i z e d  t o  p r o d u c e  
1 1 + 1 _ .  H i - r - l  W
i  
' .  , , + 1  2  
( (  
. " ' 1  +  " " ) 2 )  
P W ' _ l  ~.1li+1 - 2  ' i + 1 / 2 +
P
w ,  + O ( . 1 r ) ,  
w i t h  P:~ 1  =  O .  
2 2 8  
S W [ R L l i ' : G  F L O W  I N  D l f F [ ; S E R S  
T h u s  t h e  r a d i a l  v a r i a t i o n  o f  P  i s  e n t i r e l y  d e p e n d e n t  o n  t h e  s w i r l ,  a n d  i s  o b t a i n e d  u s i n g  a  
s e c o n d - o r d e r  s c h e m e .  
T o  o b t a i n  u ; ' +  1  t h e  f o l l o w i n g  p r o c e d u r e  i s  u s e d .  F i r s t  e q u a t i o n  ( 5 )  i s  d i s c r c t i z e d  i n  t h e  x  
d i r e c t i o n  t o  o b t a i n  
( 8 U
I l
- ' - 1 )  ,  ,  t l P " - l - l  
u "  _ _ _ _ _  =  J ( U
I l
-
1  
~ [ " ' - t - 1  2  r )  - _ _  - '  0 ( . 6 .  x )  
t l x "  +  I  " . 6 .  \ : 1 1  +  I T .  •  
( 1 3 )  
w h e r e  
J ( 1 I " - t - 1 / 2  [ "  ~ 1 ' - : :  r )  =  _ _  1I"~ 1  2  +  ' .  _ _ _ _ _  V ' I - 1 . 2 U I l +  1 , . ' 2  
1  [  u , , + 1 . 2 J  
.  .  R e  r r  r  r '  
a n d  
J } . U ' I - ' - l  =  [ / 1 1 +  1  _  u " ,  
t l P , , - - l  =  p " - r  1  _  p I ! .  
l / ' I - l  . - : :  =  O - S ( U
t l  
+  u l l +  1 ) ,  
r , , + 1 2  J  r " - ' 1  
=  , e n  
- 2  
. 6 , . \ : ' 1 - 1  = . \ : " + 1 _ X " .  
S u b s e q u e n t  m a n i p u l a t i o n  p r o d u c l . . ! s  t h e  f o l l o w i n g  l i n e a r  s y s t e m  i n  8 . u " - ' - 1 :  
1 / "  . . .  - - - _ _ _ _ _ _  J (  - - - - - - 1 ' " - ' - 1 2  r  + - - - - - - = . 1 ( 1 1 "  U " +
1 2  
r )  
[  
t l u "  +  1  '  t l u "  - 1  )  t l P "  +  1  J  
! l x - I !  I - I  \ : ? .  ,  . 1 x "  +  I  .  , .  
( 1 4 )  
D i s c r e t i z i n g  J  i n  t h e  r  d i r e c t i o n  t o  o b t a i n  J  t h e n  g i v e s .  
I U (  .  . 6 . x " - ' - 1 ) 1 - J ( r i l + 1  2 . r J 2 1 . 6 . 1 1 ; 1 + 1  + . 6 . P i r +  l / . 6 . . x l 1 +  
1  
=  J ( l ( l . r : . 1  
7  
1 : ' 2 , r i )  +  O ( . 6 . x , 6 . . r
2
) .  ( l S )  
T h i s  p r o d u c e s  a  s y s t e m  o f  l i n e a r  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  i n  t h e  u n k n o w n s  . 6 . l / i '  +  1  a n d  . 6 . P i '  +  I ,  w i t h  
c o c f f i c i t : n t s  C
i
. 1 '  o f  t h e  f o r m  
C2.1.6.PI~-~1 + C . : : .
2
0 . U ' ; - 1  +  C
2
.
J  
6 . . u 1 1 +  
1  
+C::..-t6..tt~+t = C
2
.
S
'  
(  1 6 )  
C , , - 1 . 1 6 . . P Z = i  +  Ck-1.26..lIZ=~ +Ck-l.J.6.H~~l +C"_lA.1U~tl =CJ..-I.~· 
S i n c e  e q u a t i o n  ( 1 5 )  i s  s i n g u l a r  a t  r  ~ O .  C  l . j  c a n n o t  b e  c a l c u l a t e d  a s  t h e  o t h e r  C ; . j  a r e .  A s  t h e  
s y s t e m  ( 1 6 )  r e q u i r e s  o n e  m o r e  e q u a t i o n  c o n t a i n i n g  t h e  C  l . j  t o  m a k e  i t  i n v e r t i b l e ,  t h i s  i s  o b t a i n e d  
b y  w r i t i n g  d u ' l +  I  i n  t e r m s  o f  6..l/~-1 a n d  .1l1~+ 1  b y  p a s s i n g  a  q u a d r a t i c  t h r o u g h  6..u~-+-l a n d  
.6.1I~+ t .  A l t e r n a t i v e l y .  L ' H o s p i t a l s  r u l e  m a y  b e  u s e d ,  b u t  a s  t h i s  r e d u c e d  t h e  s t a b i l i t y  w i t h o u t  
l e a d i n g  t o  g r e a t e r  a c c u r a c y  f o r  t h e  f l o w s  c o n s i d e r e d .  t h e  a b o v e  a p p r o a c h  w a s  f o l l o w e d .
9  
T h e  p r e s s u r e  t e r m  .  .6.P~' +  1 ,  i s  h a n d l e d  a s  f o l l o \ \ ! s :  f r o m  s e c t i o n  2 . 2  
6 . .  P i '  ~ I  =  .6.P~+ 1  +  .6.pl;~.j I .  
6..pl~+ I  i s . 6 . P  a t  t h e  a x i s ,  .6.P:~'~11 i s  o b t a i n e d  a s  P~/il - P'~',i' 
\ V i t h  t h e  p r e s s u r e  s p l i t  i n  t h i s  m a n n e r  t h e  s y s t e m  ( 1 6 )  m a y  b e  i n v e r t e d  t o  o b t a i n  
. 6 . 1 1 ; ' ' ' '  I  =  n  +  1  +  y ; 1  +  1  . 6 . P ' :  +  1  .  
( 1 7 )  
2 2 9  
2 3 0  
- ; .  
S .  W .  A R ' v I F l E L D  A N D  C .  A .  J  F L E T C H E R  
A P ' ; +  1  i s  u n k n o w n  a n d  i s  o b t a i n e d  f o l l o w i n g  B r i l e y . 5  b y C )  i n t e g r a t i n g  e q u a t i o n  ( 8 )  W . L t .  r a d i u s  
a n d  s u b s t i t u t i n g  f o r  A l l  i n  t e r m s  o f  f .  y  a n d  A P  a s  gi\"l~n i n  e q u a t i o n  ( 1 7 ) ,  M a n i p u l a t i o n  g i v e s  
s i n c e  O r b  =  O .  
M~+I =  [  - r r -
I  
d r  
[ r g " - I d r  '  
T o  o b t a i n  L"~'-1 e q u a t i o n  ( 8 )  i s  d i s c r e t i z e d  t o  g i v e  
_ ' : - t - i : !  +  .  ( , J i - ' - \ : ' .  , , 1 + 1 2 ) . ' , \ .  _  •  A  1 1 + 1  . ' A  rt1~1 
[ , + 1 : ' .  li+l'2li-~1 - L t  / U l i + l - - l i + l , : 2 L l L l i + l , 2 , L \ X ,  
w h e r e  u~'~ 1 1 1  =  ( r i ' - 1  1 .  +  t o ' ; ' :  l " z ) / 2 ,  a n d  s i m i l a r l y  [ o r  o t h e r  v a r i a b l e s .  T h e r e f o r e .  
(  /
'  ( " , , ' 1 - ' - 1  / A X " " - I )  l , / I - t - [ · 2 ( '  / '  : , , , / . ) )  
, 1 1 + 1 2  - j - t - I , Z D . i + 1
1
2 i L l . ·  - i  Z - i + 1 2 , L l i - l  
L
i
. . , - 1  =------,----~ - - - - - - [  - - - - - ,  . _ . " ' - - ' - - - - - - - - - - - - - - - - - .  
b " + r
i
- : -
j  
2 ' A r
i
+
1
,  
w i t h  c ' ;  + - 1  : :  =  0  a n d  l'r~ \ 1  =  2L';'~ [ I  . : :  - r ; ' - r  l '  
T h e  e q u i , a l e n t  e x p l i c i t  f o r m s  o f  e q u a t i o n s  ( 1 2 )  a n d  ( 1 4 )  a r c  
~ , 3 , x
l l
- \  
~lrn+ 1  =  C ( I f
'
]  U
l l  
t , I J  r ) - - - -
,  "  I l l !  
_  ~X"+I 
A u
l l
+  1 =  ( _  i 1 P I I +  1 / I 1 X  +  J ( / / " ,  r " , r ) ) / - - , - ,  - .  
1 /  
2 . 5 .  R e y l J o f d s  s f r e s s  c l o s u r e  
(  1 8 )  
( 1 9 )  
( 2 0 )  
(  1 2 ' )  
( (  4 ' )  
T o  o h t a i n  t h e  s o l u t i o n  w h e n  t h e  n o w  i s  t u r b u l e n t  R e y n o l d s  s t r e s s e s  a r e  a d d e d  t o  t h e  r i g h t  
h a n d  s i d e  o f  t h e  m o m e n t u m  e q u a t i o n s  a s  
.  _  - , - ,  u ' v
'  
- , - ,  
e q u a t L O n ( ) ) : - ( u u ) , - - - ( U l / ) ,  
r  
~ ( v ' v ' )  ~ W ' I V  
e q u a t i o n  ( 6 ) : - ( v ' v ' ) , - ---(v'I/')x+~' 
r  r  
~ - ( v ' w ' )  
e q u a t i o n  ( 7 ) :  - ( v ' w ' ) ,  - ( u ' w ' ) x  - 2~-. 
r  
A n  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  a r g u m e n t ,  a f t e r  K o o n s i n l i n  a n d  L o c k w o o d , 1 2  a l l o w s  t h e s e  e x p r e s s i o n s  
t o  b e  a p p r o x i m a t e d  a s ,  
~ ( u ' v ' )  
e q u a t i o n  (5):-(u'v'),-~-, 
r  
e q u a t i o n  ( 6 ) :  0 ,  
~ ( v ' w "  
e q u a t i o n  ( 7 ) :  - ( v ' w ' ) ,  - 2~-'. 
r  
S W [ R L I N G  F L O W  [ N  D [ F F U S E R S  
T o  r e l a t e  t h e  a p p r o x i m a t e  R c y n o l d s  s t r e s s e s  t o  t h e  m e a n  f l o w  t h e  f o l l o w i n g  e d d y  v i s c o s i t y  
m o d e l  i s  u s e d :  1 )  
D u  
( u ' e ' )  =  V x  ( ) Y '  
- ,  , ( a l \ '  I V )  
( I \ '  L '  )  =  V  - ; - - +  - - ,  
1 >  C J ;  r  
w h e r e  v ,  i s  t h e  e d d y  v i s c o s i t y  r e l a t e d  t o  t h e  a x i a l  v e l o c i t y ,  a n d  v ,  i s  t h e  e d d y  v i s c o s i t y  r e l a t e d  
t o  t h e  s w i r L  a n d  y  =  R  - r ,  
V x - a n d  V C ?  a r e  t h e n  o b t a i n e d  i n  t h e  l o w  s h e a r  r e g i o n  n e a r  t h e  a x i s  a s  
w h e r e  
a n d  
w i t h  l I a  =  I I  a t  t h e  a x i s .  
V
x
=  V , p =  0 - 0 1 6 8 ( ) * u
a
,  
J *  =  f R  2 r ( l  - q , )  d r  
( )  
q~ =  ( I l l  +  w
2
) / t t ; ,  
I n  t h e  h i g h  s h e a r  r e g i o n  c l o s e  t o  t h e  w a l l  \ . \  a n d  \ ' , j )  a r e  o b t a i n e d  a s  
w h e r e  
a n d  
w h e r e  
r  [  ( 1 ) ( ( I I ' ) ) ' J l '  
\ \  =  Rt.~ { f i r ) ' : !  +  - ; ;  r  - ; :  r  '  
I '  
x  
( J  =  ~ 
v  
, (  
i , =  KRln(~){ I - e x
p
[  - R l n ( n R e r l ; : / A  J } ,  
I '  {  I  [  ( I f )  J  2  }  1 / 2  
v , , '  =  R  l~ ( U
r
) 2  +  - - ; ;  r  - - ;  r  '  
Iv=KRln(~){I-exp[ -Rln(~)ReT~:}/A J } ,  
( 2 1  )  
( 2 2 )  
( 2 3 )  
( 2 4 )  
( 2 5 )  
( 2 6 )  
t h e  v a n  K a r m a n  c o n s t a n t ,  K  =  0 , 4 1 ,  a n d  A  i s  a  p r e s s u r e  g r a d i e n t  c o r r e c t i o n  t e r m  o f  t h e  f o r m  
2 6  
)  1 / 2 '  
A  =  ( I  - 1 1 ' 8 [ u , ( l I , ) x J r  
\  
T h e  R e y n o l d s  s t r e s s  t e r m s  a r e  i n c l u d e d  i n  t h e  i m p l i c i t  f o r m u l a t i o n  b y  p r o j e c t i n g  V x  a n d  v , p  f r o m  
u p s t r e a m  l o c a t i o n s ,  w h i c h  a l l o w s  t h e  t e r m s  V x  G u / o r  a n d  v  . c w / c r  t o  b e  f o r m u l a t e d  i n  t h e  s a m e  w a y  
a s  o t h e r  r  d e r i v a t i v e s .  N o t  t r e a t i n g  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s  i m p l i c i t l y  w a s  f o u n d  t o  p r o d u c e  a n  a x i a l  
s t e p - s i z e  r e s t r i c t i o n .  
2 3 1  
S .  W .  A R \ 1 F I E L D  A N D  C .  A .  1 .  F L E T C H E R  
A s  c a n  b e  s e e n  t h e  o n l y  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  I " P  a n d  \ ' x  a r i s e s  f r o m  t h e  l . t  a n d  I , t
l  
t e r m s .  T h e  c h a n g e -
o v e r  f r o m  e q u a t i o n s  ( 2 2 )  a n d  ( 2 5 )  t o  e q u a t i o n  ( 2 1 )  i s  m a d e  \ v h e n  \ I x  i n  t h e  n e a r  w a l l  r e g i o n  e q u a l s  v - '  
i n  t h e  n e a r  a x i s  r e g i o n .  a n d  v , ! )  i n  t h e  n e a r  w a l l  r e g i o n  e q u a l s  1 ' 1 { >  i n  t h e  n e a r  a x i s  r e g i o n .  
2 . 6 .  S t a h i l i t y o f  t h e  s c h e m e  
A  p r o b l e m  \ v i t h  s i n g l e  s w e e p  m a r c h i n g  i s  t h e  a m p l i f i c a t i o n  o f  a n y  e r r o r  w h i c h  c a n n o t  b e  
c o n t r o l l e d  b y  a  r e l a x a t i o n  f a c t o r ,  a s  i t  c a n  o f t e n  b e  i n  m u l t i - s w e e p  t e c h n i q u e s .  T h i s  c a n  l e a d  t o  
s e v e r e  s t a b i l i t y  a n d  a c c u r a c y  p r o b l e m s .  
A s  h a s  b e e n  m e n t i o n e d  p r e v i o u s l y ,  t h i s  i n s t a b i l i t y  i s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  ' e l l i p t i c '  p r e s s u r e  
i n t e r a c t i o n . o .
s  
I n s t a b i l i t y  c a n  a l s o  3 r i s c . a s  a  r e s u l t  o f  r o u n d - o f f  e r r o r ,  o r  t h e  e r r o r  i n t r o d u c e d  b y  
l i n e a r i z a t i o n .  T h e  u s e  o f  a n  i m p l i c i t  s c h e m e  i s  n e c e s s a r y  t o  d a m p  t h e  p o t e n t i a l l y  u n s t a b l e  
b e h a v i o u r ,  w h i c h  i s  p a r t i c u l a r l y  s i g n i f i c a n t  i n  t u r b u l e n t  s w i r l i n g  d i f f u s e r  f l o w .  T h e  i m p l i c i t  s c h e m e  
i s  m o r e  a c c u r a t e  t h a n  a n  e q u i v a l e n t  e x p l i c i t  s c h e m e ,  a l l o \ v i n g  a  l a r g e r  a x i a l  s t e p  s i z e  t o  b e  u s e d .
s  
2 . 7 .  D U / i l s e l "  s e c t i o l l  
I n  t h e  d i f f u s e r  s e c t i o n  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  a r e  w r i t t e n  i n  t e r m s  o f  s p h e r i c a l  c o - o r d i n a t e s  
.\~, ( P ,  O .  a s  s h o w n  i n  F i g u r e  1 .  T h e :  s p h e r i c a l  r a d i u s  i s  d e n o t e d  b y  x - '  r a t h e r  t h a n  r "  t o  a v o i d  c o n f u s i o n  
w i t h  t h e  c y l i n d r i c a l  r a d i u s ,  a n d  t o  m a i n t a i n  t h e  c o n v e n t i o n  o f  u s i n g  t h e  s y m b o l  x  a s  t h e  a x i a l  
( m a r c h i n g )  o r d i n a t e ,  
F o r  a  v e l o c i t y  v e c t o r  0 ,  t h e  c o m p o n e n t s  i n  t h e  a x i a l .  r a d i a l  a n d  c i r c u m f e r e n t i a l  d i r e c t i o n s  a r e  
( n ' .  v ' .  w ' i ) ,  r e s p e c t i v e l y .  
T h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  ( u s .  r
S
,  \ \ ' - " )  a n d  ( H .  v ,  w )  a t  t h e  d i t T u s c r  e n t r a n c e  i s  
l/~ =  l i C O S  0  +  r s i n  O .  
v~ =  v c o s ( }  - / 1  s i n  0 ,  
( 2 7 )  
W '  =  w .  
w h e r e  ( )  i s  t h e  l o c a l  a n g l e  b e t w e e n  I t  a n d  t I .  
T h e  r e d u c t i o n  o f  t h c  e q u a t i o n s  i s  s i m i l a r  t o  t h a t  f o r  1 1 0 w  i n  t h c  c y l i n d r i c a l  s e c t i o n  ( F i g u r e  2 )  
e x c e p t  f o r  a n  a d d i t i o n a l  l i m i t a t i o n  o n  t h e  d i f f u s e r  a n g l e  a r i s i n g  f r o m  c o n s t r a i n t  ( c )  o f  s e c t i o n  2 . 2 .  
T h a t  i s .  t o  m a i n t a i n  t h e  c o n d i t i o n  1 " «  u s ,  t h e  d i f f u s e r  t o t a l  a n g l e  m u s t  b e  l e s s  t h a n  1 3 ' - ' , 9  
T h e  r e s u l t i n g  s e t  o f  r e d u c e d  e q u a t i o n s  m a y  b e  s o l v e d  a s  i n  t h e  c y l i n d r i c a l  s e c t i o n  ( F i g u r e  2 ) ,  w i t h  
x "  t h e  r a d i u s  o f  t h e  s p h e r e ,  b e i n g  t h e  d i r e c t i o n  o f  m a r c h i n g .  A  d i s c r e t i z a t i o n  a n d  a l g e b r a i c  
m a n i p u l a t i o n  e q u i v a l e n t  t o  t h a t  d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n s  2 . 3  a n d  2 . 4  a r e  c a r r i e d  o u 1 .
9  
T h e  r e s u l t i n g  
e q u a t i o n s .  e q u i v a l e n t  t o  e q u a t i o n s  ( 1 2 ) ,  ( I S ) ,  ( 1 8 )  a n d  ( 1 0 )  p r o v i d e  c o r r e c t i o n s  t o  t h e  s o l u t i o n ,  
~un+ 1  , e t c . ,  i n  t h e  d i f f u s e r .  T h e  m a i n  c h a n g e  i s  t h a t  i n  t h e  d i f f u s e r  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  m u s t  d e c r e a s e  t o  
m a i n t a i n  a  c o n s t a n t  m a s s  f l o w .  T h i s  r e s u l t s  i n  a  d i f f e r e n t  m a s s  f l o w  i n t c g r a l , < . J  w h i c h  i s  o b t a i n e d  
s i m p l y  b y  i n t e g r a t i n g  t h e  e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y  i n  s p h e r i c a l  c o - o r d i n a t e s .  
3 .  R E S U L T S  A N D  D I S C U S S I O N  
3 . 1 .  P i p e  f l o w  
F o r  n o n - s w i r l i n g  f l o w  t h e  a l g o r i t h m  i s  t e s t e d  a g a i n s t  t h e  r e s u l t s  o f  B a r b i n  a n d  J o n e s
l 4  
f o r  
d e v e l o p i n g  t u r b u l e n t  f l o w  i n  a  c o n s t a n t  d i a m e t e r  p i p e .  T h e  s t a r t i n g  p r o f i l e  f o r  t h e  c o m p u t a t i o n  
m a t c h e s  t h e  e n t r a n c e  f l o w  t o  t h e  p i p e .  a t  a  R c y n o l d s  n u m b e r  o f  3 8 8 , O n O  ( b a s e d  o n  d i a m e t e r ) .  
2 3 2  
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F i g u r e  3 .  D e v e l o p i n g  v e l o c i t y  p r o l i l . : s  f o r  t u r b u l e n t  p i p e  n u w  
T h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  i s  s h o w n  i n  F i g u r e  3 .  A s  c a n  b e  s e e n ,  g o o d  
a g r e e m e n t  i s  o b t a i n e d  b o t h  f o r  d e v e l o p i n g  a n d  f u l l y  d e v e l o p e d  f l o w .  
T o  o b t a i n  a n  a c c u r a t e  a n d  m e s h  i n d e p e n d e n t  s o l u t i o n  a  m i n i m u m  r a d i a l  s t e p  o f  0 - 0 0 1  o f  a  
d i a m e t e r  i s  u s e d  a t  t h e  w a l l .  T h e  r a d i a l  g r i d  i n c r e a s e s  b y  1 0  p e r  c e n t  i n  m o v i n g  a w a y  f r o m  t h e  w a l l ,  
w i t h  a  m a x i m u m  o f  0 · 0 3  o f  a  d i a m e t e r  a t  t h e  a x i s .  T h i s  l e a d s  t o  f i f t y  p o i n t s  i n  t h e  r a d i a l  d i r e c t i o n ,  
w i t h  n i n e t e e n  p o i n t s  i n  t h e  1 0  p e r  c e n t  o f  t h e  d o m a i n  n e a r e s t  t h e  w a l l .  A  s t a r t i n g  a x i a l  s t e p  s i z e  o f  
0 - 0  I  o f  a  d i a m e t e r  w a s  f o u n d  t o  g i v e  a c c u r a t e  m e s h  i n d e p e n d e n t  r e s u l t s ,  w i t h  a  g r a d u a l  i n c r e a s e  a s  
t h e  f l o w  a p p r o a c h e d  f u l l  d e v e l o p m e n t ,  r e s u l t i n g  i n  a  s t e p - s i z e  o f  0 · 0 5  a t  x  =  4 0  d i a m e t e r s .  
S t r i c t l y  t h e  c o n d i t i o n  R «  L ,  o n  w h i c h  t h e  p r e s e n t  m e t h o d  i s  b a s e d ,  i s  n o t  v a i d  r i g h t  a t  t h e  
e n t r a n c e  t o  t h e  p i p e .  C l e a r l y ,  f r o m  F i g u r e  3 ,  a n y  e r r o r  t h a t  v i o l a t i n g  t h i s  c o n d i t i o n  c a u s e s  h a s  a  
n e g l i g i b l e  i n f l u e n c e  o n  t h e  d o w n s t r e a m  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  s o l u t i o n .  
T h e  p r e d i c t e d  e d d y  v i s c o s i t y  i s  c o m p a r e d  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  o f  R i c h m a n  a n d  A z a d  1 5  
f o r  f u l l y  d e v e l o p e d  t u r b u l e n t  p i p e  f l o w .  F i g u r e  4  s h o w s  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  e d d y - v i s c o s i t y ,  t i m e s  
b y  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r .  w i t h  r a d i u s .  A s  c a n  b e  s e e n ,  w i t h i n  t h e  l i m i t a t i o n s  o f  t h e  m o d e l ,  t h e  
c o m p u t e d  e d d y - v i s c o s i t y  i s  b e h a v i n g  i n  t h e  s a m e  f a s h i o n  a s  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a .  
N o  a t t e m p t ,  u s i n g  a n  i n t e r m i t t e n c y  f a c t o r ,  h a s  b e e n  m a d e  t o  m a t c h  t h e  f a l l - o f f  i n  e d d y - v i s c o s i t y  
c l o s e  t p  t h e  a x i s ,  a s  t h i s  h a s  l i t t l e  e f f e c t  o n  t h c  f u l l y  d e v e l o p e d  v e l o c i t y  p r o f i l e  f o r  t u r b u l e n t  p i p e  f l o w ,  
w h i c h  i s  p r e d i c t e d  a c c u r a t e l y  ( F i g u r e  3 ) .  
3 . 2 .  D i f f i l s e r  j l O I I '  
T o  t e s t  t h e  a l g o r i t h m  f o r  n o n - s w i r l i n g  d i f f u s e r  f l o w  t h e  r e s u l t s  o f  F r a s e r
1 6  
a r e  u s e d .  I n  t h i s  c a s e  
t h e  e n t r y  f l o w  i s  t h a t  o f  a  b o u n d a r y  l a y e r  p l u s  i n  v i s c i d  c o r e  a t  a  l e n g t h  R e y n o l d s  n u m b e r  o f 3 8 6 , 0 0 0 .  
T h e  f l o w  d e v c l o p s  i n  a  c o n i c a l  d i f f u s e r  o f  t o t a l  a n g l e  1 0 .  w h i c h  p r o d u c e s  a  s e v e r e  a d v e r s e  p r e s s u r e  
g r a d i e n t .  
F i g u r e  5  s h o w s  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  a t  t h e  d i f f u s e r  e n t r a n c e  a n d  a t  a  p o i n t  a p p r o x i m a t e l y  1 - 4  
d i a m e t e r s  d o w n s t r e a m ,  c o m p a r e d  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  v e l o c i t y  p r o f i l e s  o f  F r a s e r .  A s  c a n  b e  s e e n  
t h e  r e d u c t i o n  i n  t h e  a v e r a g e  v e l o c i t y  a n d  t h e  c h a n g e  i n  t h e  v e l o c i t y  p r o f i l e  a r e  p r e d i c t e d  a c c u r a t e l y .  
2 3 3  
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F i g u r e  5 .  V e l u c i t y  p r o l i l e s  f o r  n o n - s w i r l i n g  f l o w  i n  a  c o n i c a l  d i f f u s e r  
o  
' "  
o  T  ( ' ) :  R e s u l t s  o f  F r c s e r  
. .  
. . 0  L-----o~ 
0  
0  
c i  
0 . 0 0  X  
0 . 5 0  
•  
1 . 0 0  
F i g u r e  6 .  A x i a l  v a r i a t i o n  o f  d i s p l a c e m e n t  a r e a  i n  a  c o n i c a l  d i f f u s e r  
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F i g u r e  7 .  A \ I U l  v a r i a t i o n  o f  s k i n  f n c t i o n  i n  a  c o n i c a l  d i J T u : - a  
T h e  i n c r e a s e  i n  d i s p l a c e m e n t  a r e a  w i t h  d o \ v n s t r c a m  i o ' - . : u t i o n  i s  s h O \ v n  i n  F i g u r e  6  a n d  
c o r r e s p o n d s  c l o s e l y  t o  t h a t  o b t a i n e d  e x p e r i m e n t a l l y  b y  F r a s e r .  T h e  d i s p l a c e m e n t  a r e a  i s  d d i n e d  a s  
3 *  i n  e q u a t i o n  ( 2 1 ) .  F i g u r e  7  s h O \ \ " 5  t h e  a x i a l  s k i n  f r i c t i o n  c o m p o n e n t  o b t a i n e d  f r o m  
C
r  
~ }~·~~·I,,· 
A s  c a n  b e  s e e n ,  t h e  m a g n i t u d e  o f  a x i a l  s k i n  f r i c t i o n  d r o p s  r a p i d l y  i n  t h e  d i f f u s e r .  a n d  i s  i n  g o o d  
a g r e e m e n t  w i t h  F r a s e r ' s  r e s u l t s  e x c e p t  f o r  a  s l i g h t  u n d c r p r c d i c t i o n  a t  d o w n s t r e a m  l o c a t i o n s .  
T h e  s k i n  f r i c t i o n  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  n o r m a l  v e l o c i t y  g r a d i e n t  a t  t h e  \ v a l l  a n d  i s  a  v e r y  s e n s i t i v e  
p a r a m e t e r  t o  p r e d i c t  a c c u r a t e l y .  I n  a d d i t i o n  t h e  f l o w  i n  a  1 0 - c o n i c a l  d i f f u s e r  i s  c l o s e  t o  s e p a r a t i o n  
a n d  t h e  a s s u m p t i o n s  i n h e r e n t  i n  t h e  p r e s e n t  r e d u c e d  f o r m u l a t i o n  a r e  l e s s  v a l i d  u n d e r  t h e s e  
c o n d i t i o n s .  
F o r  t h e  d i f f u s e r  f l o w  i t  i s  f o u n d  t h a t  a  m e s h  s i m i l a r  t o  t h a t  u s e d  i n  t h e  c o n s t a n t  d i a m e t e r  p i p e  
g i v e s  a c c u r a t e  m e s h  i n d e p e n d e n t  r e s u l t s .  T h a t  i s  a  r a d i a l  s t e p  o f  0 · 0 0 1  o f a  d i a m e t e r  a t  t h e  \ v a l l  w i t h  
a  g r a d u a t e d  i n c r e a s e  o f  1 0  p e r  c e n t ,  a n d  a  s t a r t i n g  a x i a l  s t e p  o f  0 · 0 1  o f  a  d i a m e t e r .  
T h e  r e s u l t s  o f  S o  1 ' "  a r c  u s e d  t o  t e s t  t h e  a l g o r i t h m  f o r  s w i r l i n g  f l o w  i n  a  d i f f u s e r .  S o  p r e s e n t s  a  
s e r i e s  o f  r e s u l t s  f o r  f l o w  i n  a  7  c o n i c a l  d i f f u s e r  a l  a  R e y n o l d s  n u m b e r ,  b a s e d  o n  e n t r a n c e  d i a m e t e r .  
o f  3 8 2 , 0 0 0 ,  w i t h  v a r y i n g  d e g r e e s  o f  s w i r L  C o m p a r i s o n  i s  m a d e  w i t h  t h e  c a s e  o f  n o  s w i r l ,  F i g u r e s  8  
a n d  9 ,  w i t h  s w i r l  w i t h  a  w . j u "  n u m b e r  o f  0 , 3 ,  F i g u r e s  1 0 - 1 2 .  
T o  p r o d u c e  t h e  f l o w  S o  u s e d  a n  a p p a r a t u s  w i t h  a  c e n t r i f u g a l  b l o w e r ,  a n d  n o  c y l i n d r i c a l  s e c t i o n  
b e f o r e  t h e  d i f f u s e r  e n t r a n c e  t o  e n a b l e  r e a d i n g s  t o  b e  t a k e n .  T h u s  t h e  f i r s t  v e l o c i t y  p r o f i l e  g i v e n  i s  
a c t u a l l y  h a l f  a  d i a m e t e r  i n s i d e  t h e  d i f f u s e r .  
T o  m a t c h  t h i s  f i r s t  p r o f i l e  v a r i o u s  s t a r t i n g  p r o f i l e s  w e r e  t r i e d  a t  t h e  d i f f u s e r  e n t r a n c e  w i t h  t h e  b e s t  
m a t c h  b e i n g  u s e d .  A s  c a n  b e  s e e n  f r o m  F i g u r e  8  e v e n  f o r  t h e  c a s e  o f  n o  s w · i r l  t h e  f i r s t  p r o f i l e  h a s  a  
d i p  a t  t h e  a x i s .  T h i s  p r e s u m a b l y  i s  d u e  t o  t h e  b l o w i n g  a r r a n g e m e n t  p r e v i o u s l y  m e n t i o n e d .  
D e s p i t e  t h e s e  d i f f i c u l t i e s  t h e  r e d u c t i o n  i n  a v e r a g e  v e l o c i t y ,  a n d  t h e  d o w n s t r e a m  d e v e l o p m e n t  
p r e d i c t e d  f o r  b o t h  a x i a l  v e l o c i t y  ( F i g u r e  8 )  a n d  p r e s s u r e  ( F i g u r e  9 )  a g r e e  w e l l  \ v i t h  S o ' s  r e s u l t s .  I t  
c a n  b e  s e e n  f r o m  t h e  p r e s s u r e  o b t a i n e d  e x p e r i m e n t a l l y  b y  S o  t h a t ,  i n  non~swirling f l o w .  t h e  r a d i a l  
v a r i a t i o n  i n  p r e s s u r e  i s  c l o s e  t o  z e r o ,  a s  w a s  a s s u m e d  i n  s e c t i o n  2 . 2 .  
T h e  m o s t  n U l a b k :  e f f e c t  u[lh~ i n c l u s i u n  u f s w i r l  o n  t h e  a x i a i  v e l u c i t y  ( F i g u r e  i O )  i s  t h e  m a r k e d  
d i p  i n  a x i a l  v e l o c i t y  a t  t h e  a x i s .  
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F i g u r e  1 2 .  P r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n  f o r  s w i r l i n g  d i l T u s e r  n o w  
F i g u r e  I I  s h o w s  t h e  c i r c u m f e r e n t i a l  v e l o c i t y  p r o f i l e .  A s  c a n  b e  s e e n  t h e  a l g o r i t h m  m o d e l s  t h e  
d e c a y  o f  s w i r l  w e l l .  T h i s  i s  p a r t i c u l a r l y  i m p o r t a n t  a s  i t  i s  t h e  d e c a y  o f  s w i r l  t h a t  l e a d s  t o  t h e  
r e d u c t i o n  i n  a x i a l  v e l o c i t y  a t  t h e  a x i s .  
T h e  e f f e c t  o f  s w i r l  o f  p r o d u c i n g  a  p o s i t i v e  r a d i a l  p r e s s u r e  g r a d i e n t  i s  a p p a r e n t  i n  F i g u r e  1 2 ;  
c l e a r l y  t h e  a l g o r i t h m  m o d e l s  t h i s  e f f e c t .  
3 . 3 .  D i s c u s s i o n  
T h e  r e d u c e d  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  a r e  u s e d  t o  m o d e l  f l o w s  w h e r e  t h e  c o n s t r a i n t s  o f  s e c t i o n  
2 . 2  a r e  s a t i s f i e d .  T o  e n a b l e  a  s i n g l e  s w e e p  a l g o r i t h m  t o  b e  u s e d  i t  i s  i m p o r t a n t  t o  b e  a b l e  t o  s h o w  
t h a t  t h e  n o n - s w i r l i n g  r a d i a l  c o m p o n e n t  o f  p r e s s u r e  i s  s m a l l  e n o u g h  t o  b e  d i s c a r d e d ,  o n c e  t h e  
p r e s s u r e  i s  s p l i t  a s  i n  e q u a t i o n  ( 1 0 ) .  T h a t  t h i s  i s  t h e  c a s e  f o r  d i f f u s e r  f l o w  i s  c l e a r  f r o m  F i g u r e  ( 9 ) ,  
w h e r e  t h e  p r e s s u r e  i s  s h o w n  e x p e r i m e n t a l l y  t o  b e  v e r y  c l o s e  t o  c o n s t a n t  a c r o s s  t h e  r a d i u s .  
F o r  f l o w  w i t h  s w i r l  t h e  m a i n  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  r a d i a l  p r e s s u r e  g r a d i e n t  c o m e s  f r o m  t h e  s w i r l  
i t s e l f ,  a s  i s  c l e a r  f r o m  c o m p a r i n g  F i g u r e s  9  a n d  1 2 .  
T h e  r e d u c t i o n  i n  a x i a l  v e l o c i t y  a t  t h e  a x i s  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  i n c l u s i o n  o f  s w i r l  c a n  b e  s e e n  i n  
F i g u r e  1 0 .  T h e  a c c o m p a n y i n g  r e l a t i v e  i n c r e a s e  i n  a x i a l  v e l o c i t y  n e a r  t h e  w a l l  w i l l  a i d  i n  t h e  
p r e v e n t i o n  o f  s e p a r a t i o n  a t  a  g i v e n  a r e a  r a t i o .  
A n  i m p l i c i t  f o r m u l a t i o n  ofCrank~Nicolson t y p e  h a s  b e e n  d e v c l o p e d .  T h i s  w a s  d o n e  t o  e n a b l e  a  
l a r g e r  a x i a l  s t e p  s i z e  t o  b e  u s e d ,  w h i l e  s t i l l  r e t a i n i n g  t h e  r e q u i r e d  a c c u r a c y .  T h e  i m p l i c i t  f o r m u l a t i o n  
i s  c o m p u t a t i o n a l l y  m o r e  e x p e n s i v e ,  r e q u i r i n g  a b o u t  2 0  p e r  c e n t  m o r e  t i m e  p e r  s t e p ,  t h a n  a n  
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e q u i v a l e n t  e x p l i c i t  s c h e m e .  F o r  t u r b u l e n t  p i p e  f l o w  i t  w a s  f o u n d  t h a t  t o  m a i n t a i n  s t a b i l i t y  a  
m a x i m u m  A x  0 [ 0 - 0 0 5  w a s  r e q u i r e d ,  u s i n g  t h e  e x p l i c i t  s c h e m e .  F o r  t h e  i m p l i c i t  s c h e m e  a  s t a r t i n g  
a x i a l  s t e p - s i z e  o f  0 · 0 1  w a s  u s e d .  H o w e v e r  w i t h  a n  a x i a l  s t e p - s i z e  o f  0 · 0 2  t h e  s o l u t i o n  c h a n g e d  b y  
o n l y  I  p e r  c e n t  i n  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  c o m p o n e n t .  
4 .  C O N C L U S I O N S  
T h e  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  e x c l u s i o n  o f  t h e  P t .  c o m p o n e n t  f r o m  t h e  r a d i a l  m o m e n t u m  e q u a t i o n  a n d  
t h e  a x i a l  v i s c o u s  d i f f u s i o n  t e r m s  f r o m  a l l  t h e  m o m e n t u m  e q u a t i o n s  i s  s h o w n  t o  p r o d u c e  a n  e f f i c i e n t  
s i n g l e  s w e e p  a l g o r i t h m  f o r  t u r b u l e n t  s w i r l i n g  f l o w  i n  d i f f u s e r s .  
T h e  s i n g l e  s \ v e e p  a l g o r i t h m  i s  a b l e  a c c u r a t e l y  t o  p r e d i c t ,  b a s e d  o n  t h e  a g r e e m e n t  w i t h  
e x p e r i m e n t a l  d a t a .  t u r b u l e n t  p i p e  f l o w  a n d  b o t h  s w i r l i n g  a n d  n o n - s w i r l i n g  f l o w s  i n  c o n i c a l  
d i f f u s e r s .  
T h e  r e d u c e d  N u y i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  c l e a r l y  d e m o n s t r a t e  t h e  s t r o n g  c o u p l i n g  b e t w e e n  s w i r l  
a n d  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  p r o f i l e  o u t s i d e  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  r e g i o n ,  a n d  d e m o n s t r a t e  t h e  m a n n e r  i n  
w h i c h  s w i r l  a i d s  i n  t h e  p r e v e n t i o n  o f  s e p a r a t i o n  a t  a  g i v e n  d i f f u s e r  a n g l e .  
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q u a n t i t i e s  i n  s u c h  f l o w s  h a v e  b e e n  m o d e l l e d  lls!,n~ b o t h  
C 1 a u s e r / m i x i n g  l e n g t h  a n d  k - s  m o d e l s  ( f l r m f i e l d  a n d  
F  l e t c h e r ,  1 9 8 5 b ) .  F o r  f  l o w s  w i t h  h i g h  5 W  i  r l  i n  w h  i  c h  
t h e  c e n t r e - l i n e  a x I a l  v e l o c i t y  i s  clOf~e t o  r p v p c s n l ,  
t h e  u s e  o f  s u c h  a  s i n g l e  s w e e p  m e t h o d  I s  n o l  p o s f l i h l e  
d u e  t o  a  n o n - l i n e a r  i n s t a b i l i t y  a r i s i n g  f r o m  t i l e  p r e s -
e n c e  o f  l a r g e  s w i r l  i n  r e g i o n s  o f  l o w  a x i a l  v e l o c i t y  
( A r m f i e l d ,  1 9 8 6 ) .  
T o  e n a b l e  s u c h  f l o w s  t o  h e '  m o d e l l e d  a  m u ]  t  ! - f l W C f ' P  
a l g o r i t h m  i s  r e q u i r e d ,  w h l c h  l l l l o w l ' l  t i l l '  ] H J r 1 - - l 1 n C ' f l r  
i n s t a b i l i t y  t o  b e  c o n t r o l l e d  h y  u n d e T - T e l m w t i o f l .  
W h e n  s u c h  h i g h  l e v e l s  o f  . < ; w i r l  a r C '  p r C ' B P l l t  t l w  J r - . r  
m o d e l  g i v e s  p 0 0 r  p r e d i c t i o n  o f  t u r h l J  1  e ' n t  ( ' ] ' l ; r n t  i  t  I  C H  
( A r m  f i e l d  a n d  F l e t c h e r ,  1 9 8 I 1 c ) .  I n  t h l : "  p P ' S / _ ' l I t  p : l p l ' r  
a n  a l g e b r a i c  R e y n o l d s  s t r e s s  m o d e l ,  A . S . t - 1 . ,  i s  p r e s ( ' n -
t e d  f o r  s w i r l i n g  f l o w  i n  a  c o n i c a l  d J f [ u s e r  a t  n  
R e y n o l d ' s  n u m b e r  o f  3 8 0 , 0 0 0  w i t h  s i f ; n H k a n t  T c r \ u c t i o n  
i n  c e n t r c l i n e  a x i a l  v e l o c i t y .  I t  i s  f l h o  . . . . .  n  t h l l t  t h l '  
A . S . M .  g i v e s  a  m o d e r a t e  i m p r o v e m e n t  i n  t h ! !  p r e d i c t i o n  
o f  s u c h  f l o w s .  
E O U A T I O N S  
T h e  f l o w  i s  c o n s i d e r e d  t o  h e  a x i s y m m e t r i c ,  inc(~press­
i b l e  a n d  o f  c o n s t a n t  v i s c o s i t y .  T h e  r e d u c e d  N n v l e r -
S t o k e s  e q u a t i o n s  w r i t t e n  1 n  t h e  R e y n o l d s - s t T P f - l f l  f o r m  
u s i n g  s p h e r i c a l  c o - o r d i n a t e s  ( x , 1 3 , < f I )  a n d  c o r r e H p n n d i n g  
v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  ( u , v , w ) ,  F i g u r e  I ,  a r e  
u u  +  v u  I x  - ( v ? ' + w ' ? ) / x  . .  - p  +  . 1 . - ( u  I x ' )  +  
x  e  x  R e  1 3 1 3  
2  ( u ' v ' ) g  - - -
u J ( x  t a n  1 3 ) ] - x  - ( u ' v ' ) / ( x  t a n  1 3 ) ,  
P e / x  =  - w ' l l C <  t < J n  e )  
U W
x  
+  v W e / x  +  u w / x  +  x t " : n O  
R 1 e  [ w o e
/ x  
( 7 : - 7 n
2
e ) i  -
,  - - ,  ( v ' w ' )  
~ - 2  x t a n O  
x  
W o - _ _  
+  7 t a n i J  
( 1 )  
( 2  )  
( 3 )  
( X 2 U ) X / X 2  +  ( x  s i n  e  v ) a / ( x 2  s i n  e ) ,  0  
( 4 )  
w h e r e  u , v , a n d w a r e  t h e  m e a n  v e l o c i t i e s  a n d  u ' , v ' , w '  a r e  
t h e  f l u c t u a t i n g  v e l o c i t i e s ,  s u b s c r i p t s  d e n o t e  p a r t i a l  
d i f f e r e n t i a t i o n ,  P  i s  t h e  pressur~ a n d  t h e  R e y n o l d s  
n u m b e r ,  R e ' "  p D u t / v ,  D  t h e  d i f f u s e r  e n t r a n c e  d i a m e t e r  
a n d  u
1  
t h e  m e a n  i n l e t  v e l o c i t y .  
( u ' v ' )  a n d  ( v ' w ' ) ,  t h e  t w o  R e y n o l d s  s t r e s s e s  p r e s e n t  i n  
e q u a t i o n s  ( 1 )  t o  ( 4 ) , a c c o u n t  f o r  t u r b u l e n t  f 1 u c u a t i o n s  
i n  t h e  f l o w  a n d  a r e  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  k - S  m o d e l  a s ,  
( u ' v ' )  
- v
t  
u e / x  ,  
( 5 )  
( v ' w ' )  
- v
t  
( w e  I x  - w / ( x  t a n  e ) ] ,  
( 6 )  
w h e r e  v
t
'  t h e  t u r b u l e n t  e d d y  v i s c o s i t y ,  i s  C 1 J  k
2
/ s ,  
w i t h  k ,  t h e  t u r b u l e n t  k i n e t i c  e n e r g y ,  a n d  s ,  t h e  t u r b u -
l e n t  d i s s i p a t i o n ,  o b t a i n e d  f r o m  t h e i r  o w n  t r a n s p o r t  
e q u a t i o n s  ( R o d i ,  1 9 7 2 ) ,  r e d u c e d  i n  t h e  s a m e  m a n n e r  a s  
e ( , ] u a t i o n s  ( 1 )  t o  ( 4 )  ( A r m f i e l d ,  1 9 8 6 ) .  
I n  t h e  n e a r  w a l l  r e g i o n  a n i s o t r o p i c  e d d y  v i s c o s i t i e s  
V x  a n d  v e  a r e  o b t a i n e d  f r o m  a  m i x i n g  l e n g t h  f o r m u l a t i o n  
a s  i n  A r m f i e l d  a n d  F l e t c h e r ,  1 9 8 6 a ,  w h i c h  a r e  t h e n  u s e d  
t o  p r o v i d e  b o u n d a r y  v a l u e s  f o r  t h e  k  a n d  E  f i e l d s .  I n  
t h e  A . S . M .  R e y n o 1 d s  s t r e s s e s  a r e  o b t a i n e d  b y  s o l v i n g  a  
s e r i e s  o f  s i x  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  w h i c h  a r e  a n  a p p r o x i -
m a t i o n  o f  t h e  f u l l  R e y n o l d s  s t r e s s  e q u a t i o n s .  T h e  f u l l  
R e y n o l d s  s t r e s s  e q u a t i o n s  m a y  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o l l o w -
i n g  c o - o r d i n a t e  f r e e  t e n s o r  f o r m ,  w i t h  U  t h e  v e l o c i t y ,  
a n d ,  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s .  
u
j  
T  j  
H ,  
j  j  2  
- ( ' 1  U i , J  +  ' 1  U
1
, j )  +  t u .  - ' )  g u .  
e :  +  D i t  '  
( 7 )  
w h e n !  < t  i s  t h e  p r e s s u r e  s t r a i n  c o r r e l a t i o n ,  g  t h e  
m e t r i c  t e n s o r  a n d  D  t h e  d i f f u s i o n .  T h e  m o d e l l i n g  
a p p r o x i m a t i o n s  m a d e  t o  e q u a t i o n  ( 7 )  t o  o b t a i n  t h e  A . S . M .  
a r e  a s  f o l l o w s  
j  j h  ~ 
U  T u . , j  - D u .  . .  [ - .  U h , j  - E l  k  
( 8 )  
d u e  t o  R o d i ,  1 9 7 2 .  
,  2  
< t u .  . .  - C l k  ( ' u  - ' )  g i t  k )  
j  j  2  j h  
- c
2
[ - ( - r
1  
U
i
•
J  
+  ' i  U
1
, j )  + , ) g u . ( - '  U h , j ) ]  
( 9 )  
t h e  f i r s t  p a r t  o f  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  o f  e q u a t i o n  ( 9 )  
I s  d u e  t o  R o t t a ,  1 9 5 1 ,  t h e  s e c o n d  p a r t  i s  d u e  t o  N a o t ,  
S h a v i t  a n d  W o l f s h t i e n ,  1 9 7 0 .  
W i t h  t h e  a b o v e  a p p r o x i m a t i o n s ,  t h e  g e n e r a l  f o r m  o f  t h e  
e q u a t i o n  f o r  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s  c o m p o n e n t s ,  T i t '  i s ,  
;  =  [  k  i  [ 2  j h  
1 9 .  J - , j h U h , / d C 1 - l ) J  )  S u . { C
2
( - '  U h , j ) + d
C
l
-
l
) }  
+  ( - , { U
i
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( 1 0 )  
A I U 1 F 1 £ L D  &  F L E T C ! l E R  
O n c e  t h e  i n d ! v i d U l 1 1  e q ! l < l t i o n : ' >  f o r  c n c h  T 1 9 ,  n r r  
o b t n i n ( ' d  t h ( ' y  m n y  ! w  r e d l l r l ' d  I n  t l l f '  S ; l m p  m m m r r  a s  
e q l w t l o n s  ( 1 )  t o  ( 4 ) .  A r m f  l d d  1 Y 8 0 .  
E q 1 l a t i o n s  ( 1 )  t o  ( 4 )  to~cther w I t h  t h p .  k - f  ( > 1 1 ' ) 1 ) -
t i o n s  a n d ,  w h e n  t h e  A . S . M .  i s  u s e d .  P { j t ) l ) \ - [ o n  ( t o ) .  
< I r e  s o l v e d  i n  t h e  d o m a i n  x /  ~ x  ~ x ; o '  a n d  0  ~ 0  ~ 1 ) 1 0 ' .  
w h e r e  x l  a n d  x
2  
a r e  t h e  spH~rical r a d i l  l I t  t h l '  
d i f f u s e r  e n t r a n c e  a n d  e x i t ,  a n d  9 1 0 '  i s  t h e  d l f f l l f - H ' r  
h a l f  a n g l e ,  L e .  8  a t  t h e  w a l l .  
B o u n d a r y  c o n d i t i o n s  f o r  u , V  a n d  1 0 '  , 1 r ( > ,  
( i )  i n l e t  ( x l , B ) :  u  =  u
l
,  v  
V i ,  1 0 0 1  
w '  ,  
( H )  d i f f u s e r  w a l l  ( x , S w ) :  u  
v  •  w  0 ,  
( i i i )  d i f f u s e r  c e n t r A I ! n e  ( x , O ) :  v  =  1 0 '  w  U o  - 0 ,  
( i v )  d i f f u s e r  e x i t  ( x ?  , B )  u
x x  
v x x  " "  " " x x  O .  
B o u n d a r y  c o n d i t i o n s  f o r  p r ( > s s l l r e  I 1 r "  d ' > i J i t .  w i t i l  ! [ (  t h e '  
n e x t  s e c t i o n .  
. - , : - . - -
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Fi~. 1 :  S p h e r i c a l  C o - o r d i n a t e s  
M E T H O D  O F  S O L U T I O N  
T h e  d o m a i n  i s  d i s c r e t i z e d  u s i n g  a  v a r i a h l r >  m e s h  a s  
s h o w n  i n  F i g u r e  2 .  
A l l  d e r i v a t i v e  t e r m s  a r e  d i s c r e t  i z e d  m l 1 n g  
f e r e n c i n g  i n  t h e  f o l l o w i n g  w a y ,  c o n v e c t i v e  
h y b r i d  c e n t r a l / u p w i n d ,  P x  i n  e q u a t i o n  ( 1 ) .  
a l l  o t h e r  t e r m s  c e n t r a l .  
f I n i t e  r l l f -
t e r m : : : ;  
f o r w a r d ,  
U n k n o w n s  u , w ,  k  a n d  £  a r e  o b t a i n e d  f r o m  t h e i r  t r a n s -
p o r t  e q u a t i o n s  u s i n g  a  t r i d i a g o n a l  m e t h o d .  T I l E '  l e f t  
h a n d  s i d e  t r i d i a g o n a l  m a t r i x  i s  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h e  
c o n v e c t i v e  t e r m s  a n d  t h e  v i s c o u s  t e r m s .  i n c l u d I n g ,  f o r  
e q u a t i o n s  ( 1 )  a n d  ( 3 ) ,  t h e  t u r b u l e n t  t e r m s .  W h e n  t h e  
A . S . M .  i s  u s e d  a  f e w  i n i t i a l  s w e e p s  a r e  m a d e  u s i n g  
o n l y  t b e  t u r b u l e n t  V i S C 0 1 : ; i t y  f o r m u l a t i o n ,  a n d  t h e n  t h e  
d i f f e r e n c e  h e t w e e n  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s  e V A . l u a t p r i  f r o m  
t h e  t u r b u l e n t  v i s c o s l t y  a n d  t h a t  e v a l u f l t e d  f r o m  t h t >  
A . S . M .  i s  i n c l u d e d  o n  t h e  r i g h t  h a n d  s I d e .  t i t  a l l  
p o i n t s  o t h e r  t h , 1 n  t h e  m l x i n p ;  l e n g t h  n C ' l l r  w a t l  r p p ; ! . o n .  
T h u s  t b e  t r i d i a g o n a l  n a t u r e  i s  r e t a I n e d .  
E q u a t  i o n  ( 4 )  i s  u s e d  t o  o b t a  i n  v .  T o  o h t f l l  n  p ,  t J l I '  
p r e s s u r e  i s  s p l i t  i n t o  0  d ( ' p e n d e n t  a n d  f l  i n d ( ' p l ' f l d f ' n t  
c o m p o n e n  t  s .  T h e  e  d e p e n d e n t  c o m p l l n f ' n  t  I . q  e V i l  J  u a t l · d  
u s i n g  e q u a t i o n  ( 2 ) ,  a n d  1 s  s e t  t o  z ( . ' r o  l i t .  r , h " ,  a x i s .  
T h e  e  i n d e p e n d e n t  c o m p o n e n t  i 9  e v a l u l l t l ' d  u f l l n p ,  I l  
m a s s  f l o w  c o n s t r a i n t  ( B r H e y ,  1 9 7 4 ) .  ~lrwp P x  j n  
e q u l J t i o n  ( 1 )  i s  f o r w a r d  d i f f e r e n c t ' d  a  t l o w I I s t r f > l J ! n  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n  i s  r e q u i r e d  f o r  t h e  pn·s~;uf(~. A t  
t h e  e x i t  t h e  a x i a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  / )  d e p t ' n d e f l t  c n m -
p o n e n t  i s  s e t  t o  z e r o .  T h e  0  I n d e p l ' n d e n t  c o m p o n " l l t s  
d o w n s t r e a m  c o n d i t i o n  i s  e v a l u a t e d  i m p l t c L t l y .  
2 4 l  
R e p e a t e d  s w e e p s  o f  t h e  d o m a i n  a r e  m a d e  i n  t h e  a x i a l  
d l r p c t i o n ,  w i t h  a t  e a c h  s t a t i o n  x n  u , v , w , p , k  a n d  £ :  
b r i n g  e v a l u a t e d  i n  t h e  m a n n e r  i n d i c a t e d  a b o v e ,  a n d  
t h o s e  v a l u e s  b e i n g  u s e d  t o  r e l a x  t h e  s t o r e d  v a l u e s .  
T h e  m o s t  r e c e n t  c o r r e c t e d  v a l u e s  a t  x n  a r e  t h e n  u s e d  t o  
o L t a i n  v a l u e s  a t  x n + l .  
n - l  n  n + t  
I
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F i g .  2 :  
D i s c r e t i z a t i o n  
R E S U L T S  
S o l u t i o n s  a r e  p r e s e n t e d  I n  F i g u r e s  3  t o  5  f o r  a  c o n i c a l  
d i f f u s e r  w i t h  a  t o t a l  a n g l e  o f  8
0  
a n d  a  R e y n o l d s  
n u m b e r  o f  3 . 8  x  1 0 S .  T h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  o f  S o ,  
1 9 0 4 ,  a t  X / D  =  0 . 6 ,  w h i c h  i s  j u s t  d o w n s t r e a m  o f  t h e  
d i f f u s e r  e n t r y ,  a r e  u s e d  t o  g e n e r a t e  t h e  i n i t i a l  d a t a  
f o r  t h e  c o m p u t a t i o n a l  s o l u t i o n .  T h e  c o m p u t a t i o n a l  
s o l u t i o n s  h a v e  b e e n  o b t a i n e d  o n  a  n o n - u n i f o r m  g r i d  
4 0 ( x )  x  4 0 ( 9 ) .  A t  t h e  d i f f u s e r  w a l l  x 6 8  ~ 0 . 0 0 1 ,  a n d  
a t  t h e  a x i s  x 6 9  ~ 0 . 0 2 .  
T h e  k - f . :  m o d e l  u n d e r p r e d i c t s  t h e  c e n t r e l i n e  a x i a l  v e l o -
c i t y  d r o p  ( F i g u r e  3 ) ,  w h e r e a s  t h e  A . S . M .  p r e d i c t s  i t  
v e r y  w e l l .  B o t h  m e t h o d s  g i v e  v e r y  s i m i l a r  n e a r  w a l l  
p r o f i l e s .  F i p ; u r e  4  s h o w s  t h a t  t h e  A . S . M .  a l s o  g i v e s  
m o d e r a t e l y  b e t t e r  p r e d i c t i o n  f o r  t h e  s w i r l ,  a l t h o u g h  
b o t h  m e t h o d s  a p p e a r  t o  b e h a v e  i n  a  s i m i l a r  f a s h i o n .  
B o t h  m e t h o d s  g i v e  s a t i s f a c t o r y  a n d  n e a r  i d e n t i c a l  s o l u -
t i o o s  f o r  t h e  p r e s s u r e  ( F i g u r e  5 ) .  
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F i g .  3 :  R a d i a l  d i s t r i b u t i o n  o f  a x i a l  v e l o c i t y .  
( ! ) = R E S U L  T S  O F  S O  
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F i g .  4 :  R a d i a l  d i s t r i b u t i o n  o f  A w l r l  v ( ' l o c i t y .  
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F i g .  5 :  R a d i a l  d i s t r i b u t i o n  o f  p r e s s u r e .  
T h e  c o n s t a n t s  i n  t h e  k - I C  m o d e l  a r e  glv~n t h r - u a i V P f s a l  
v a l u e s  c o m m o n l y  u s e d ;  C~ =  
1 . 9 2 ,  0 E  =  1 . 2 .  A  r a n g e  o f  
A . S . M  . •  e q u a t i o n  ( 1 0 ) .  w e r e  
s e o t e d  a r e  f o r  t h e  v a l u e s ;  
0 . 0 9 ,  C~l - 1.~4. C~7 ~ 
v a l u e l J  f o r  C l  n n d  C "  I n  t h e  
t e s t e d ,  t h e  r e s u l t s  p r e -
C l  =  2 . 8 ,  C~ =  o . B .  
D I S C U S S I O N  
T h e  p u r p O R e  o f  t h e  p r e s e n t  p n p e r  i s  t o  c o m p a r e - ! ; o l l l -
t i o n s  o f  t h e  r e d u c e d  N a v i e r - S t o k c s  e q u a t i o n s ,  ( 1 )  t o  
( 4 ) ,  o b t a i n e d  u s i n g  k - r :  a n d  n i g t ' h r u i c  I h : y r l O l d s  s t n ' s s  
t u r b u l e n c e  m o d e l s .  R e d u c t i o n  o f  t h e  eqlll1.tlnn~ I s  b a s ( ' d  
o n  a n  o r d e r - o f - m a g n i t u d e  a n a l y s i s  p r e s e n t e d  I n  A r m f t e l d  
a n d  F l e t c h e r ,  1 9 8 6 0 .  v a l i d  i n  a l l  b u t  t h e  n f ' H r  e n t r a n c e  
r e g l o n  o f  d i f f u s e r s  w i t h  l e s s  t h a n  1 5 °  t o t a l  i n t e r n l l L  
a n g l e .  
O n  t h e  b a s i s  o f  t h e  s a t i s f i l c t o r y  p r E . ' d l c t l . o n  o f  p r e s -
s u r e  i t  a p p e a r s  t h a t  n e g l e c t i n g  t l w  s e c O T H l n r y  t c n ' 1 S  i n  
t h e  c r o s s  s t r e a m  m o m e n t u m  e q u n t i o n .  ( 2 ) .  I s  a  v a l . i d  
a p p r o x i m a t i o n  f o r  t h e  f l o w  c o n s i d e r e d .  O w i n g  t o  t h f >  
s i m p l i c i t y  o f  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n  ( 2 ) ,  t h e  E l  d e p e n d e n t  
p r e s s u r e  c o m p o n e n t  m a y  b e  o b t a i n e d  d J . r c c t l y  f r o m  t b t '  
s w i r l  p r o f i l e .  T h i s  l e a d s  t o  a  s u b s t a n t i a l  f ' l a v i n g  I n  
c o m p u t i n g  t i m e ,  a s  o t h e r w i s e  t h e  p r e s s u r e  i s  o b t a i n e d  
f r o m  a  f o r m  o f  P o J . S f ' l o n ' s  e q u a t i o n  i n  w h i c h ,  t y p i c a l l y ,  
s e v e r a l  s w e e p s  o f  t h e  d o m a i n  m u s t  b e  m a d e  t o  o b t a i n  a  
s u i t a b l y  c o n v e r g e d  s o l u t i o n .  
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I t  h a s  b e e n  s h o w n ,  A r m f i e l d ,  1 9 8 6 ,  t h a t  i n c l u s i o n  o f  
a l l  s e c o n d a r y  t e r m s  m a k e s  v e r y  l i t t l e  d i f f e r e n c e ,  l e s s  
t h a n  1 0 % ,  t o  s o l u t i o n s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  k - £ :  m o d e l  f o r  
t h e  p r e s e n t  f l o w .  A  s i m i l a r  c o m p a r i s o n  o f  r e d u c e d  a n d  
n o n - r e d u c e d  f o r m s  o f  t h e  A . S . M .  h a s  n o t  a s  y e t  b e e n  
m a d e .  H o w e v e r  r e s u l t s  o b t a i n e d  w i t h  a l l  s e c o n d a r y  
t u r b u l e n t  s t r e s s  t e r m s  i n c l u d e d  i n  e q u a t i o n s  ( 1 )  a n d  
( 3 )  s h o w e d  t h e i r  e f f e c t  w a s  s m a l l .  H e n c e  i t  i s  s u g g e s -
t e d  t h a t  i n c l u s i o n  o f  a l l  s e c o n d a r y  t e r m s  i n  t h e  A . S . M .  
w I l l  n o t  h a v e  a  l a r g e  e f f e c t  f o r  t h i s  c l a s s  o f  f l o w .  
A r m f i e l d  a n d  F l e t c h e r ,  1 9 8 5 b ,  h a v e  s h o w n  t h a t  f o r  f l o w s  
w i t h  l o w  s w i r l  t h e  k - £  m o d e l  g i v e s  s a t i s f a c t o r y  p r e d i c -
t i o n s ,  h o w e v e r  i t  i s  a p p a r e n t  f o r  f l o w s  w i t h  h i g h  s w i r 4  
s u c h  a s  t h a t  c o n s i d e r e d  h e r e ,  t h e  k - t  m o d e l  g i v e s  p o o r  
r e s u l t s .  V a r i o u s  c o r r e c t i o n  f a c t o r s  m a y  h e  i n c l u d e d  
i n t o  t h e  k - t  m o d e l  t o  i m p r o v e  i t s  p e r f o r m a n c e  f o r  t h i s  
c l a s s  o f  f l o w s .  S u c h  c o r r e c t i o n  f a c t o r s  a r e  g e n e r a l l y  
d e r i v e d  f r o m  t h e  f u l l  R e y n o l d s  s t r e s s  e q u a t i o n s  u s i n g  
t h e  s a m e  m o d e l l i n g  a p p r o x i m a t i o n s  a s  t h e  A . S . M .  S i n c e ,  
a s  h a s  b e e n  d e m o n s t r a t e d ,  t h e  A . S . M .  d o e s  g i v e  i m p r o v e d  
s o l u t i o n s ,  i t  i s  l i k e l y  t h a t  s i m p l e  c o r r e c t i o n  f a c t o r s  
f o r  t h e  k - £  m o d e l  c a n  b e  d e r i v e d .  H o w e v e r ,  i t  i s  s u g -
g e s t e d  t h a t  a s  t h e  A . S . M .  d o e s  n o t  g r e a t l y  i n c r e a s e  t h e  
c o m p u t a t i o n a l  r e q u i r e m e n t s ,  i t  i s  a  b e t t e r  c h o i c e  f o r  
s u c h  h i p , h  s w i r l  f l o w s ,  s i n c e  d e r i v i n g  a n  e d d y  v i s c o s i t y  
f o r m u l a t i o n  f r o m  i t  n e c e s s a r i l y  l e a d s  t o  f u r t h e r  
a p p r o x i m a t i o n s ,  a n d  h e n c e  f u r t h e r  l o s s  o f  i n f o r m a t i o n .  
AJ.tilou~h t h e  A . S . M .  l e a d s  t o  i m p r o v e d  p r e d i c t i o n ,  i t  i s  
e v i d e n t  t h a t ,  p a r t i c u l a r l y  i n  t h e  s w i r l  s o l u t i o n ,  f u r -
t h e r  d e v e l o p m e n t  i s  r e q u i r e d .  B r o a d l y  s p e a k i n g ,  s u c h  
d e v e l o p m e n t  c a n  t a k e  p l a c e  i n  t w o  a r e a s .  F i r s t l y ,  t h e r e  
i s  t h e  q u e s t i o n  o f  t h e  a p p r o x i m a t i o n s  r e q u i r e d  t o  
e n a b l e  a n  u n c 1 0 s e d  s e t  o f  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a -
t i o n s ,  ( 7 ) .  t o  b e  m o d e l l e d  b y  a  c l o s e d  s y s t e m  o f  
a l g e b r a i c  e q u a t i o n s ,  ( 1 0 ) .  S i m i l a r  a p p r o x i m a t i o n s  m u s t  
a l s o  b e  m a d e  t o  t h e  k  a n d  £ :  e q u a t i o n s ,  t o  e n a b l e  t h e m  
t o  b e  s o l v e d .  T h e s e  a p p r o x i m a t i o n s  a r e  b a s e d  o n  t h e  
b e l l i l V i o u r  o f  t h i n  s h e a r  f l o w s ,  n e a r  t o  l o c a l  e q u i l i b r i u m ,  
a n d  w l . t h  m i n i m a l  s t r e a m l i n e  c u r v a t u r e .  S t r e a m l i n e s  i n  
t h p  p r e s e n t  f l o w  f o l l o w  a  h e l i c a l  p a t h .  I n  r e g i o n s  
wfl{'["f~ t h e  I l l d a l  v e l o c i t y  i s  m u c h  l a r g e r  t h a n  t h e  s w i r l ,  
t i l e  h e J  I x  i s  n o t  v e r y  t i g h t l y  w o u n d ,  h e n c e  t h e  s t r e a m -
]  t r i P S  u r e  r e l a t i v e l y  s t r a i g h t .  H o w e v e r  i n  r e g i o n s  
w h e r e  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  i s  n o t  l a r g e  w i t h  r e s p e c t  t o  
t h e  s w i r l ,  a s  i s  t h e  c a s e  i n  t h e  n e a r  a x i s  r e g i o n  o f  
t h e  p r e s e n t  f l o w ,  t h e  e f f e c t  i s  t o  w i n d  t h e  h e l i x  
t i g h t l y ,  a n d  i n c r e a s e  t h e  d e g r e e  o f  s t r e a m l i n e  c u r v a -
t u r e .  I t  i s  q u i t e  p o s s i b l e  t h a t  w h e n  t h i s  i s  t h e  c a s e  
i m p o r t a n t  e f f e c t s  a r e  b e i n g  l o s t  i n  t h e  a p p r o x i m a t i o n s  
m a d e  t o  e q u a t i o n  ( 7 ) .  T h e  t  e q u a t i o n  p r e s e n t s  a d d i -
t i o n a l  p r o b l e m s  d u e  t o  t h e  p r e s e n c e  o f  q u a n t i t i e s  s u c h  
a s  t h e  p r o d u c t i o n  o f  d i s s i p a t i o n ,  a n d  t h e  d i s s i p a t i o n  
o f  d i s s i p a t i o n ,  w h i c h  a r e  p h y s i c a l l y  i m p o s s i b l e  t o  
m e a s u r e ,  a n d  d i f f i c u l t  t o  c o n c e i v e .  A t  p r e s e n t  t h e s e  
t e r m s  a r e  m o d e l l e d  i n t h e  s a m e  w a y  a s  t e r m s  i n  t h e  k  
e q u a t i o n .  S o m e  a u t h o r s ,  s u c h  a s  H a h ,  1 9 8 2 .  c o n s i d e r  t h e  
£ :  e q u a t i o n  t o  b e  t h e  p r i m a r y  c a u s e  o f  p o o r  r e s u l t s ,  a n d  
m o d i f y  i t  t o  a l l o w  f o r  t h e  e f f e c t s  o f  s t r e a m l i n e  
c u r v a t u r e .  
T h e  s e c o n d  a r e a  i s  t h e  c h o i c e  o f  t h e  c o n s t a n t s  C l  a n d  
C 2 .  I t  i s  s u r , g e s t e d  b y  G i b s o n  a n d  Y o u n i s .  1 9 8 6 ,  t h a t  
w i t h  t h e  p r e s e n t  m o d e l l i n g  a s s u m p t i o n s .  s a t i s f a c t o r y  
rc~ult~ m a y  b e  o b t a i n e d  b y  m a k i n g  a  s u i t a b l e  c h o i c e  
f o r  t h e s e  c o n s t a n t s .  B y  c o n s i d e r i n g  e x p e r i m e n t a l  
r e s u l t s  f o r  s u c h  f l o w s  a s  h o m o g e n e o u s  g r i d  t u r b u l e n c e  
down~tream o f  a  c o n t r a c t i o n  a n d  f l o w s  i n  l o c a l  e q u i l i -
b r i u m ,  t h e y  o b t a i n e d  t h e  v a l u e s  o f  C l  ~ 2 . 8  a n d  C 2  -
0 . 3 .  W i t h  t h e s e  v a l u e s  t h e y  o b t a i n e d  s a t i s f a c t o r y  p r e -
d i c t i o n s  f o r  s w i r l i n g  j e t s .  
T h e  v a l u e s  o f  C l  a n d  C
2  
u s e d  i n  t h e  p r e s e n t  p a p e r  w e r e  
o b t a i n e d  b y  t r i a l  a n d  e r r o r ,  a n d  a l t h o u g h  a  C l  =  2 . 8 ,  
t h e  s a m e  a s  G i b s o n  a n d  Y o u n l s .  1 9 8 6 ,  I s  u s e d ,  t h e  C
2  
v a l u e  i s  q u i t e  d i f f e r e n t .  R e a s o n s  f o r  t h i s  m a y  b e  t h a t  
t h e  pre~ent f l o w  i s  c o m p l i c a t e d  b y  t h e  e f f e c t  o f  t h e  
w a l l  a n d  t h e  n e a r  r e v e r s i n g  a x i a l  v e l O C i t y ,  m a k i n g  t h e  
a s s u m p t i o n s  o f  G i b s o n  a n d  Y o u n i s ,  1 9 8 6 ,  l e s s  a p p l i c a b l e .  
C O N C L U S I O N S  
F o r  t h e  c l a s s  o f  d i f f u s e r  f l o w s  w i t h  h i g h  s w i r l  a n d  
n e a r l y  r e v e r s i n g  c e n t r e l i n e  a x i a l  v e l o c i t y  w h e r e  t h e  
d i f f u s e r  t o t a l  a n g l e  i s  s m a l l ,  p r e s s u r e  m a y  b e  s u i t a b l y  
m o d e l l e d  b y  r e l a t i n g  t h e  c r o s s - s t r e a m  p r e s s u r e  v a r i a t i o n  
A R M F I E L D  &  F L E T C H E R  
t o  t h e  s w i r l  p r o f i l e ,  a s  i n  e q u a t i o n  ( 2 ) ,  a n d  o h t r t i n l n g  
t h e  s t r e a m w i s e  p r e s s u r e  v a r i a t i o n  f r o m  1 1  m a ! ' l s  f l o w  c o n -
s t r a i n t ,  a f t e r  B r i l e y .  1 9 7 4 .  T h e  p o o r  p r e d l ( ' . t i < l ! l f l  f o r  
r n e < : m  a x i a l  a n d  s w i r l  v e l o c i t i e s  o f  t h e  R [ f 1 n d n r d  k - r  m a y  
b e  i m p r o v e d  b y  usin~ a n  a l g e b r a i c  R e y n o l d : ' 1  s t r e s s  m o d e l .  
H o w e v e r ,  i t  i s  a p p a r e n t  t h a t  f u r t h e r  d e v e l o p m e n t  o f  t i l l "  
A . S . M .  i s  r e q u i r e d ,  a n d  i t  i s  s u g g f > s t e d  t l w t  t l l  p n r t J r . -
u 1 a r  t h e  e f f e c t  o f  s t r e a m l i n e  c u r v a t u r e  n e e d s  t o  h e  
c o n s  i d e r e d .  
A C K N O W L E t x ; F l 1 E N T  
T h e  a u t h o r s  a r e  g r a t e f u l  t o  t h e  A u : : c t r l l l l l l l l  ~e~l'n.f('h 
G r a n t s  S c h e m e  f o r  c o n t i n u i n g  s u p p o r t .  
R E F E R E N C E S  
A r m f i e l d ,  S . W . ;  F l e t c h e r ,  C . A . J .  ( 1 9 8 5 , , ) :  A  r : o r l l p , q r J -
s o n  o f  s i n g l e  a n d  m u l t i - s w e e p  t e c h n  I q u e ! ' !  f o r  r ( > -
d u c e d  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s .  ~. T C ' _ c h  . .  _ a ! ! . d  
A p p l .  c r A C  8 5  ( E d s .  J .  N o y e  a n d  R .  H a y ) ,  N o r t h  
H o l l a n d ,  A m s t e r d a m ,  1 9 8 6 ,  4 3 1 - 4 4 2 .  
A r m f i e l d ,  S . W . ;  F 1 e t c h e r ,  C . A . J .  ( 1 9 8 5 1 » :  S I m u l a t I o n  
o f  i n t e r n a l  s w i r l i n g  f l o w  w i t h  m i x i n g  I f ' n g t h  n n d  
k - €  t u r b u l e n c e  m o d e l s .  P r o c .  I n t .  Sy_~C~_ . .  _  
F l u i d  D y n . ,  T o k y o  ( R d .  K .  O s h i m a ) .  N o r t h  H o l l a n d ,  
A m s t e r d a m ,  1 9 8 6 ,  7 4 0 - 7 5 1 .  
A r m f i e l d ,  S . W . ;  F l e t c h e r ,  C . A . J .  ( 1 9 8 6 n ) :  f J u m f ' r i c n l .  
s i m u l a t i o n  o f  i n t e r n a l  s w i r l i n g  f l o w  i n  d i f f u s e r s .  
I n t .  J .  f o r  N u m .  H e t h o d R  i n  F " l l l l d s _ ,  t o  A r p e a r ,  1 9 R 6 .  
A r m f i e l d ,  S . W . ;  F l e t c h e r .  C . A . J .  ( l 9 B 6 h ) :  P r e H ! - m r e  
r e l a t e d  i n s t a b i l i t i e s  o f  r e d u c f ' d  N n v l p r - S t o k e s  
e q u a t i o n s  f o r  i n t e r n a l  f l o w s .  C o m m ,  ~~.rl· 
N u m .  M e t h o d s ,  t o  a p p e a r ,  1 9 8 6  
A r m f i e l d ,  S . W . ;  F l e t c h e r ,  C . A . J .  ( 1 9 8 6 c ) :  S w i r l J n g  
d i f f u s e r  f l o w  u s i n g  a  r e d u c e d  N a v i e r - S t o k e s  
f o r m u l a t i o n .  S u b m i t t e d ,  1 9 8 6 .  
A r m f i e 1 d ,  S . W .  ( 1 . 9 8 6 ) :  I n t e r n a l  s w I r l i n g  f l o w .  I ' h , n ,  
t h e s i s ,  S y d n e y  U n i v e r s i t y ,  i n  p r e p a r a t i o n ,  1 9 8 6 ,  
8 r i l e y .  W .  ( 1 9 7 4 ) :  N u m e r i c a l  m e t h o d g  f o r  prpdlnln~ 
t h r e e  d i m e n g i o n a l  g t e a d y  f l o w s  i n  d u r . t H .  :!..~ . .  ~Q.":JP" 
P h y s i c s ,  1 4 ,  8 - 2 8 .  
G i b s o n ,  M . M . ;  Y o u n i s ,  J L A .  ( 1 9 8 6 ) :  C a l c u l a t I o n  o f  
s w i r l i n g  j e t s  w i t h  a  R e y n o l d g  s t r e f l S  c l o : ' l 1 l r e .  
P h y s .  F l u i d s  2 9  ( 1 ) ,  3 8 - 4 8 .  
H a h ,  C .  ( 1 9 8 2 ) :  T u r b u l e n c e  c l o s u r e  a n d  p r e d { ( : t l o l l  o f  
t h e  w a k e  i n  a  r o t a t l o g  w a l l  s h e a r  l a y e r .  A 1 1 \ / \  
J o u r n a l ,  V o l .  1 2 .  1 1 ,  1 5 9 9 - 1 6 0 3 .  . _ -
N a o t ,  D . ;  S h a v i t ,  A ;  W o l f s h t i e n .  H .  ( 1 9 7 0 ) :  I n t e r -
a c t i o n ! ' ;  b e t w e e n  c o m p o n e n t s  o f  t h e  t u r h u l e n t  
v e l o c i t y  c o r r e l a t i o n  t e n s o r  d u e  t o  p r e s s u r e  f l u c -
t u a t i o n s ,  I l ' l r a e l  J o u r n a l  o f  Techn(Jloy,Y.L_Y_~)J-.:.._~., J ,  
2 5 9 - 2 6 9 .  
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